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АНОТАЦІЯ 

 

Скрябіна А.В. Моделювання задач підрахунку та перерахування топологій 

на скінченній множині. - Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора філософії з галузі 11 – 

математика та статистика, за спеціальністю 113 – «прикладна математика». – 

Запорізький національний університет, Запоріжжя, 2023. 

Дослідження топологічної структури на скінченній множині передбачає 

розв’язання задач підрахунку та перерахування топологій. Для цього топології 

моделюють графами, матрицями, булевими функціями, впорядкованими 

наборами невід’ємних цілих чисел, які визначають мінімальні околи елементів 

заданої скінченної множини - векторами топологій.  

Теорія топологій на скінченних множинах має багато застосувань. В 

теорії графів задача перерахування топологій на скінченних множинах 

еквівалентна задачі перерахування транзитивних орієнтованих графів, в 

алгебраїчній топології вона зводиться до перерахування гомотопічних типів 

скінченних множин. В хімії топологічну структуру на скінченних множинах 

використовують для аналізу молекулярних структур, в теорії розпізнавання 

образів – для цифрової обробки зображень на основі скінченних наборів 

спостережень з метою отримання інформації про вміст зображення на основі 

поняття близькості точок. 

Питання про загальну кількість негомеоморфних топологій, а також про 

кількість всіх топологій на 𝑛𝑛-елементній множині залишається відкритим. При 

розв’язанні задач перерахування та підрахунку топологій виключну роль 

відіграють 𝑇𝑇0-топології. За умови, що топологія має 𝑚𝑚 відкритих множин, 

говорять, що вона належить до 𝑚𝑚-класу (або має вагу 𝑚𝑚). 

Використання вектора топології дозволило дослідити всі 𝑇𝑇0-топології з 

вагою 𝑚𝑚 > 2𝑛𝑛−1, які називаються близькими до дискретної топології. В 

дисертаційній роботі використовується представлення топології вектором, а 

також зв’язок між топологіями на 𝑛𝑛-елементній та (𝑛𝑛 − 1)-елементній 
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множинах, який описано за допомогою відношення узгодженності топологій. 

Перераховано вектори всіх 𝑇𝑇0-топологій з вагою 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 на 𝑛𝑛 -

елементній множині, які є узгодженими з близькими до дискретної топологіями 

на (𝑛𝑛 − 1) -елементній множині. Серед них 𝑇𝑇0-топології з вагою 

2𝑛𝑛−2 <  𝑚𝑚 <  5 ⋅  2𝑛𝑛−4 досліджено вперше. У роботах Stanley 1971 р. і Kolli 

2007 р. та 2014 р. знайдено кількість 𝑇𝑇0-топологій на 𝑛𝑛-елементій множині з 

вагою 𝑘𝑘 ≥ 7 ⋅ 2𝑛𝑛−4, 𝑘𝑘 ≥ 3 ⋅ 2𝑛𝑛−3 та 𝑘𝑘 ≥ 5 ⋅ 2𝑛𝑛−4. Порівняння отриманих в 

дисертації результатів із зазначеними вище результатами дало можливість 

перерахувати класи топологій, в яких всі топології є узгодженими з близькими 

до дискретної топологіями, а також довести існування класів топологій з вагою 

𝑚𝑚 ∈  [5 ∙  2𝑛𝑛−4, 13 ∙ 2𝑛𝑛−5), які не вичерпуються Т0-топологіями, узгодженими з 

близькими до дискретної на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині, та двоїстими до них. 

Досліджено структуру топологій на 𝑛𝑛-елементній множині, які не узгоджені з 

топологіями, близькими до дискретної на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині, та 

знайдено вектори таких топологій. 

При моделюванні топологій булевими функціями кожній Т0-топології 

ставиться у відповідність кон’юнктивна нормальна форма спеціального 

вигляду. В дисертаційній роботі введено нове поняття – максимальної 2-КНФ 

булевої функції, яка визначає топологію на скінченній множині. Доведено 

існування бієкції між множиною топологій на п-елементній множині та 

множиною максимальних 2-КНФ від 𝑛𝑛 змінних. Розроблено метод 

розпізнавання взаємно двоїстих та самодвоїстих 𝑇𝑇0-топологій, що важливо для 

підрахунку кількості Т0-топологій із заданою вагою.  

Розділ 1 присвячено аналізу публікацій, пов’язаних з темою дисертації. 

Зазначено, що задача перерахування та підрахунку топологій на скінченній 

множині виникла як задача теорії графів і що перші результати дослідження 

цієї задачі пов’язані з використанням графів. Вказано на те, що дослідження 

топологій на скінченній множині має особливості, оскільки така топологічна 

структура є дискретною, і що дослідження цієї структури тісно пов’язане з 

теоріями частково впорядкованих множин, булевих функцій, гомотопічної 
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топології. В цьому ж розділі відзначена особлива роль Т0-топологій для задачі 

підрахунку всіх топологій на довільній скінченній множині. 

У розділі 2 проаналізовано опубліковані результати, пов’язані з темою 

дисертаційного дослідження, а також представлені результати, отримані в 

дисертації. Особлива увага приділена опису методів та моделей для 

представлення топологій, оцінці їх переваг та недоліків.  

У пункті 2.1 обгрунтована можливість представлення топологій вектором 

топології, наведено критерій вектора 𝑇𝑇0-топології, поняття глибини відкритої 

множини в топології, теорема про вигляд вектора близьких до дискретної 

топологій та їх вагу. У дисертації також використано представлення топології 

вектором, зокрема у цьому пункті, для доведення леми 2.4 про умови на вектор 

топологій з вагою 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−2.  

У пункті 2.2 детально описано моделювання топологій булевими 

функціями. Введено нове поняття максимальної 2-КНФ булевої функції, яка 

задає топологію, обгрунтовано існування бієктивної відповідності між 

множиною всіх топологій на п-елементній множині та множиною 

максимальних 2-КНФ від п змінних.  

Пункт 2.3 пояснює існування бієкції між множиною топологій на 

скінченній множині та множиною всіх передпорядків на цій множині (тобто 

рефлексивних та транзитивних відношень). У разі виконання ще й властивості 

антисиметричності має місце бієкція між множиною 𝑇𝑇0-топологій та множиною 

всіх часткових порядків. Цей факт зводить задачі підрахунку або перерахування 

елементів однієї з цих множин до аналогічних задач для іншої множини. 

Наведено означення порядку на скінченній множині в термінах мінімальних 

околів, сформульовано властивості неперервних відображень топологічних 

просторів та їх гомеоморфізмів в термінах частково впорядкованих множин. 

В пунктах 2.4 та 2.5 описано застосування графів та (0,1)-матриць 

спеціального вигляду для моделювання топологій на скінчених множинах, а в 

пункті 2.6 досліджено зв’язок між моделями топологій у вигляді (0,1)-матриць, 

2-КНФ булевих функцій та векторів топологій. 
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Розділ 3 присвячено дослідженню топологій з вагою 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 на 

𝑛𝑛-елементій множині. 

В пункті 3.1 з використанням вектора топології перераховано вектори 

всіх 𝑇𝑇0-топологій з вагою 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 на 𝑛𝑛-елементній множині, які є 

узгодженими з 𝑇𝑇0-топологіями, близькими до дискретної на (𝑛𝑛 − 1)-елементній 

множині, причому результати щодо 𝑇𝑇0-топологій з вагою 42 252 −− ⋅<< nn m  

отримано вперше. Доведено, що у 𝑚𝑚-класах топологій з вагою 

𝑚𝑚 ∈  [13 ∙  2𝑛𝑛−5, 2𝑛𝑛−1] всі 0Т -топології є або узгодженими з близькими до 

дискретних, або двоїстими до них. 

В пункті 3.2 доведено існування 𝑚𝑚-класів топологій з вагою 

𝑚𝑚 ∈  (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1], які не вичерпуються 𝑇𝑇0-топологіями, узгодженими з 𝑇𝑇0-

топологіями, близькими до дискретної; наведено приклад 𝑚𝑚-класа, в якому 

немає жодної 𝑇𝑇0-топології, узгодженої з 𝑇𝑇0-топологіями, близькими до 

дискретної. Знайдено такі натуральні числа 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1, для яких не існує 

жодної топології з вагою 𝑚𝑚. 

Пункт 3.3 присвячено результатам, які базуються на моделюванні 

топологій булевими функціями. Уведено нове поняття – максимальної 2-КНФ 

булевої функції, яка визначає топологію на скінченній множині. Доведено 

існування бієкції між множиною топологій на 𝑛𝑛-елементній множині та 

множиною максимальних 2-КНФ від 𝑛𝑛 змінних. Розроблено метод 

розпізнавання взаємно двоїстих та самодвоїстих 𝑇𝑇0-топологій. Для тестування 

ефективності такого підходу було перераховано всі максимальні 2-КНФ 

негомеоморфних 𝑇𝑇0-топологій на 4- та 5-елементній множинах та підраховано 

число всіх топологій на цих множинах. 

В останньому пункті розділу 3 в доведенні теореми 3.14 для 

перерахування та підрахунку всіх топологій з заданою вагою одночасного 

застосовано представлення топологій вектором та її представлення 

максимальною 2-КНФ. 
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Таким чином, в дисертаційній роботі містяться результати, які мають 

важливе теоретичне та практичне значення. Отримали подальший розвиток 

методи представлення топологій векторами топологій та 2-КНФ булевих 

функцій. Суттєво використано поняття узгодженості топологій на 𝑛𝑛-елементній 

та (𝑛𝑛 − 1)-елементній множинах Досліджено структуру 𝑚𝑚-класів топологій для 

2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1, причому 𝑚𝑚-класи топологій для 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 < 5 ⋅ 2𝑛𝑛−4 

досліджено вперше. Подальший розвиток теорії топологій на скінченних 

множинах сприятиме поглибленню використання топологічної структури в 

таких галузях знань як хімія, інформатика, геометрія на скінченних множинах, 

гомотопічна топологія, теорія розпізнавання образів. 

 

Ключові слова: вага топології, вектор топології, граф, гомотопічна 

еквівалентність, двоїсті топології, максимальна 2-КНФ булевої функції, (0,1)-

матриця, мінімальний окіл елемента, негомеоморфні 𝑇𝑇0-топології, топології на 

скінченних множинах, узгоджені топології. 

 

ABSTRACT 

 

Skriabina A.V. Simulation of problems of counting and listing topologies on a 

finite set – Qualifying scientific work on manuscript rights.  

Thesis for obtaining the degree of Doctor of Philosophy in the field of 

knowledge 11 – mathematics and statistics, in the specialty 113 – «Applied 

Mathematics». – Zaporizhzhia National University, Zaporizhzhіa, 2023. 

The study of the topological structure on a finite set contributes to solving the 

problems of counting and enumerating topologies. For this purpose, topologies are 

modeled by graphs, matrices, Boolean functions, ordered sets of non-negative 

integers, which determine the minimal neighborhoods of the elements of a given 

finite set - vectors of topologies. 
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The theory of topologies on finite sets has many applications. In graph theory, 

the task of enumerating topologies on finite sets is equivalent to the task of 

enumerating transitive directed graphs, in algebraic topology it is reduced to 

enumerating homotopy types of finite sets. In chemistry, the topological structure on 

finite sets is used for the analysis of molecular structures, in the theory of pattern 

recognition - for digital image processing based on finite sets of observations in order 

to obtain information about the content of the image based on the concept of 

proximity of points. 

The question of the total number of non-homeomorphic topologies, as well as 

the number of all topologies on 𝑛𝑛-element set, remains open. 𝑇𝑇0-topologies play an 

exclusive role in solving problems of enumeration and calculation of topologies. It is 

convenient to say that when a topology has 𝑚𝑚 open sets, then it belongs to the 𝑚𝑚-

class (or has weight 𝑚𝑚). 

Using the topology vector made it possible to investigate all 𝑇𝑇0-topologies with 

weight 𝑚𝑚 > 2𝑛𝑛−1, which are called close to the discrete topology. The dissertation 

uses the representation of topology by a vector, as well as the relationship between 

topologies on 𝑛𝑛-element and (𝑛𝑛 − 1)-element sets, which is described using the 

topology consistency relation. The vectors of all 𝑇𝑇0-topologies with weight 

2𝑛𝑛−2 <  𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 on the 𝑛𝑛-element set, which are consistent with close to discrete 

topologies on the (𝑛𝑛 − 1)-element set, are listed. Among them, 𝑇𝑇0-topologies with 

weight were investigated for the first time. In the works of Stanley in 1971 and Kolli 

in 2007 and 2014, the number of 𝑇𝑇0-topologies on the 𝑛𝑛-element set with weights 

𝑘𝑘 ≥  7 ⋅ 2𝑛𝑛−4, 𝑘𝑘 ≥ 3 ⋅ 2𝑛𝑛−3, and 𝑘𝑘 ≥ 5 ⋅ 2𝑛𝑛−4 was found. Comparison of the results 

obtained in the dissertation with the results of these works helped to list the classes of 

topologies in which all topologies are consistent with topologies close to discrete, as 

well as to prove the existence of classes of topologies with weight 

 𝑚𝑚 ∈  [5 ∙  2𝑛𝑛−4, 13 ∙ 2𝑛𝑛−5), which are not exhausted by 𝑇𝑇0-topologies consistent 

with those close to discrete on the (𝑛𝑛 − 1)-element set, and dual to them. 
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The topologies on the 𝑛𝑛-element set, which are not consistent with the topologies 

close to the discrete one on the (𝑛𝑛 − 1)-element set, were investigated and the 

vectors of such topologies were found. 

When modeling topologies with the help of Boolean functions, a conjunctive 

normal form of a special type is assigned to each 𝑇𝑇0-topology. In the dissertation, a 

new concept is introduced - the maximal 2-CNF of Boolean function, which defines 

the topology on a finite set. The existence of a bijection between a set of topologies 

on an 𝑛𝑛-element set and a set of maximal 2-CNF of 𝑛𝑛 variables is proved. A 

technique for recognizing mutually dual and self-dual 𝑇𝑇0-topologies has been 

developed, which is important for counting the number of topologies with a given 

weight. 

Section 1 is devoted to the analysis of publications related to the topic of the 

dissertation. It is noted that the problem of enumerating and counting topologies on a 

finite set arose as a problem of graph theory, and that the first results of the research 

of this problem are related to the use of graphs. It is pointed out that the study of 

topologies on a finite set has features, since such a topological structure is discrete, 

and that the study of this structure is closely related to the theories of partially 

ordered sets, Boolean functions, and homotopy topology. In the same section, the 

special role of 𝑇𝑇0-topologies for the problem of counting all topologies on an 

arbitrary finite set is noted. 

Section 2 analyzes the published results related to the topic of the dissertation 

research and presents the results obtained in the dissertation. Special attention is paid 

to the description of methods and models for representing topologies, to the 

assessment of their advantages and disadvantages. 

In item 2.1, the possibility of representing topologies by a topology vector is 

substantiated, the criterion of the 𝑇𝑇0-topology vector, the concept of the depth of an 

open set in a topology, the theorem on the form of a vectors and the weights of close 

to discrete topologies are given. The thesis also uses the representation of a topology 

by the topology vector, in particular in this point, to prove Lemma 2.4 about the 

conditions on the vector of topologies with weight 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−2.  
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Item 2.2 describes in detail the modeling of topologies by Boolean functions. A 

new concept of the maximum 2-СNF of a Boolean function that specifies a topology 

is introduced, theorems are proved to substantiate the existence of bijective 

correspondence between the set of all topologies on an 𝑛𝑛-element set and the set of 

maximal 2-СNF of 𝑛𝑛 variables. 

Item 2.3 explains the existence of a one-to-one correspondence between the set 

of topologies on a finite set and the set of all preorders on that set (reflexive and 

transitive relations). If the antisymmetry property is also fulfilled, we will have a 

bijection between the set of 𝑇𝑇0-topologies and the set of all partial orders. This fact 

reduces the tasks of counting or listing the elements of one of these sets to similar 

tasks for another set. The definition of order on a finite set in terms of minimal 

neighborhoods is given, the properties of continuous mappings of topological spaces 

and their homeomorphisms in terms of partially ordered sets are formulated. 

Items 2.4 and 2.5 describe the use of graphs and (0,1)-matrices of a special 

form for modeling topologies on finite sets, and item 2.6 examines the relationship 

between topological models in the form of (0,1)-matrices, 2-CNF Boolean functions 

and vectors of topologies. 

Section 3 is devoted to the study of topologies with weight 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 

on 𝑛𝑛-element set.  

In item 3.1, using the topology vector, the vectors of all 𝑇𝑇0-topologies with 

weight 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 on the 𝑛𝑛-element set which are consistent with 𝑇𝑇0-

topologies close to the discrete one on the (𝑛𝑛 − 1)-element set are listed, and the 

results for 𝑇𝑇0 -topologies with weight 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 < 5 ⋅ 2𝑛𝑛−4 are obtained for the first 

time. It is proved that in 𝑚𝑚-classes of topologies with weight 𝑚𝑚 ∈ [13 ∙ 2𝑛𝑛−5, 2𝑛𝑛−1] 

all 𝑇𝑇0-topologies are either consistent with close to discrete ones or dual to them. 

In item 3.2, the existence of 𝑚𝑚-classes of topologies with weight 

𝑚𝑚 ∈  (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1], which are not exhausted by 𝑇𝑇0-topologies consistent with 𝑇𝑇0-

topologies close to discrete, is proved; given an example of the m-class in which there 

is no 𝑇𝑇0-topology consistent with 𝑇𝑇0-topologies close to the discrete one. Found 

natural numbers 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 for which no topology exists with weight 𝑚𝑚. 
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Item 3.3 is devoted to the results based on the modeling of topologies by 

Boolean functions. A new concept is introduced here - the maximal 2-CNF of 

Boolean function, which defines the topology on a finite set. The existence of a 

bijection between the set of topologies on the n-element set and the set of maximal 2-

CNF of 𝑛𝑛 variables is proved. A technique for recognizing mutually dual and self-

dual 𝑇𝑇0-topologies has been developed. To test the effectiveness of this approach, all 

maximal 2-CNF of non-homeomorphic 𝑇𝑇0 topologies on 4- and 5-element sets were 

enumerated and the number of all topologies on these sets was counted. 

In the last point of Section 3, in Theorem 3.14, the representation of topologies 

by a vector and its representation by a maximal 2-CNF are used simultaneously to 

enumerate and count all topologies with a given weight. 

Thus, the dissertation contains results that have important theoretical and 

practical significance. Methods of representing topologies by vectors of topologies 

and 2-CNF of Boolean functions were further developed. The concept of consistency 

of topologies on 𝑛𝑛-element and (𝑛𝑛 − 1)-element sets was significantly used. The 

structure of m-classes of topologies for 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 was studied, and 𝑚𝑚-classes 

of topologies for 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 < 5 ⋅ 2𝑛𝑛−4 were studied for the first time. Further 

development of the theory of topologies on finite sets will contribute to deepening the 

use of topological structure in such fields of knowledge as chemistry, computer 

science, geometry on finite sets, algebraic topology, and pattern recognition theory. 

 

Keywords: topology weight, topology vector, graph, homotopic equivalence, 

dual topologies, maximal 2-CNF of Boolean function, (0,1)-matrix, minimal element 

neighborhood, non-homeomorphic 𝑇𝑇0-topologies, topologies on the finite set, 

consistent topologies. 
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ВСТУП 
 

Актуальність теми дисертаційної роботи Дослідження топологій на 

скінченних множинах є важливим з кількох причин. Сформульована в роботах 

Ф. Харарі задача про підрахунок числа топологій на довільній скінченній 

множині на сьогоднішній день залишається нерозв’язаною. Оскільки задача 

була сформульована як задача теорії графів, то спочатку її розв’язували 

засобами теорії графів. Ф. Харарі для представлення топологій на скінченній 

множині використовував транзитивні орграфи, C. Marijuan теж використовував 

відповідність між топологіями та діграфами. У якості об’єктів для моделювання 

топологій на скінченних множинах використовувались (0,1)-матриці 

спеціального виду у роботах Z. Borevich, упорядковані набори цілих 

невід’ємних чисел та булеві функції у роботах Н. Башової, І. Величко, 

П.  Стєганцевої.  

Топологічні простори знаходяться у тісному зв’язку зі скінченними 

частковими порядками і є важливими математичними об’єктами завдяки 

взаємодії між комбінаторною та топологічною структурами на скінченній 

множині. 

Найпоширенішою класифікацією топологій на 𝑛𝑛-елементній множині, яка 

застосовується в більшості досліджень, є розбиття топологій на класи по 

кількості елементів в них. Іншими словами, говорять, що топологія на довільній 

𝑛𝑛-елементній множині 𝑋𝑋 відноситься до 𝑚𝑚-класу топологій (або має вагу 𝑚𝑚), 

якщо вона складається з 𝑚𝑚 елементів (𝑚𝑚 = 2,3, … , 2𝑛𝑛). Топологія з вагою 

𝑚𝑚 =  2𝑛𝑛 є дискретою. При дослідженні топологій на скінченній множині 

важливу роль відіграють топології, які задовольняють аксіому 

відокремлюваності 𝑇𝑇0, тобто 𝑇𝑇0-топології. Це пояснюється тим фактом, що 𝑇𝑇1- і 

𝑇𝑇2-топологічні простори на скінченній множині можуть бути лише 

дискретними.  

В більшості опублікованих робіт ставилась задача підрахунку кількості 

топологій у певнному 𝑚𝑚-класі, де 2 ≤ 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛. Z. Borevich отримав результат 
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про кількість всіх топологій на 𝑛𝑛-елементній множині для всіх 𝑛𝑛 ≤ 10, а 

M. Erne та K. Stege – для 𝑛𝑛 ≤ 14. На сьогоднішній день можна стверджувати, 

що повне дослідження проведено лише для топологій з більшим за 2𝑛𝑛−1 числом 

відкритих множин на довільній 𝑛𝑛-елементній множині. Такі топології 

називають близькими до дискретної топології. 

Отже, дослідження топологій з 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 відкритих множин є 

актуальною задачею. Більшої уваги потребує також дослідження структури 

топологій на скінченній множині. 

Теорія топологій на скінченних множинах має багато застосувань і це 

також свідчить про актуальність дослідження. В теорії графів задача 

перерахування топологій на скінченних множинах еквівалентна задачі 

перерахування транзитивних орієнтованих графів, в алгебраїчній топології вона 

зводиться до перерахування гомотопічних типів скінчених множин; в хімії 

топологічну структуру на скінченних множинах використовують для аналізу 

молекулярних структур, в теорії розпізнавання образів – для цифрової обробки 

зображень на основі скінченних наборів спостережень з метою отримання 

інформації про вміст зображення на основі поняття близькості точок. Розвиток 

теорії топологій на скінченних множинах сприятиме поглибленню 

використання топологічної структури в цих галузях знань.  

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами.  

Дисертаційне дослідження виконано відповідно до планів наукових 

досліджень кафедри загальної математики Запорізького національного 

університету МОНУ в рамках теми «Актуальні проблеми сучасної математики» 

поза бюджетними та госпдоговірними темами.  

Мета і завдання дослідження. Метою дисертаційної роботи є 

дослідження структури топологій з вагою 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1, їх перерахування 

та підрахунок кількості топологій в класах на довільній скінченній множині.  

Досягнення поставленої мети пов’язане з розв’язанням наступних 

завдань: 
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• проаналізувати наявні пов’язані з темою дисертації роботи 

вітчизняних та іноземних вчених; 

• розглянути можливості використання відомих моделей топологій 

для поглиблення отриманих з їх допомогою результатів;  

• дослідити взаємозв’язок між 𝑇𝑇0-топологіями на 𝑛𝑛-елементній та 

(𝑛𝑛 − 1)-елементній множинах; 

• перерахувати вектори всіх 𝑇𝑇0-топологій на 𝑛𝑛-елементній множині з 

вагою 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1, які є узгодженими з 𝑇𝑇0-топологіями, близькими 

до дискретної на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині; 

• дослідити питання про існування 𝑚𝑚-класів топологій на 𝑛𝑛-

елементній множині з вагою 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1, які не є узгодженими з 𝑇𝑇0-

топологіями, близькими до дискретної на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині; 

• знайти такі натуральні 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1, для яких не існує жодної 

топології з вагою 𝑚𝑚;  

• побудувати теоретичні засади використання булевих функцій для 

моделювання топологій на скінченній множині; 

• розробити метод розпізнавання взаємно двоїстих та самодвоїстих 

𝑇𝑇0-топологій, який би базувався на представленні топологій булевими 

функціями. 

Об'єкт дослідження – топології на скінченних множинах. 

Предмет дослідження – структура топологій на скінченних множинах, 

моделі топологій на скінченних множинах, вага топологій на скінченних 

множинах. 

Методи дослідження. Усі застосовані в дисертації методи можна 

охарактеризувати як аналітичні, як методи наукового дослідження. У всіх 

розділах роботи застосовувались аналіз, синтез, індукція, дедукція, 

узагальнення та конкретизація, аналогія, порівняння. Досліджувана топологічна 

структура на 𝑛𝑛-елементній множині є дискретною, тому для моделювання задач 

дослідження використовувались дискретні моделі – представлення топологій 
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булевими функціями та неспадними послідовностями цілих невід’ємних чисел 

(векторами топологій). Для обгрунтування актуальності та доцільності 

проведенного дослідження застосовувались методи теорії графів, частково 

впорядкованих множин. Одержані результати тестувались за допомогою 

комп’ютера. 

Наукова новизна одержаних результатів. У дисертаційній роботі для 

дослідження топологій на скінченних множинах використані дві моделі 

топологій: в першій моделі кожна топологія представляється неспадною 

послідовністю цілих невід’ємних чисел, які визначають мінімальні околи всіх 

елементів топології (вектором топології); в другій моделі кожній топології 

відповідає біюнктивна слабо додатна та слабо від’ємна булева функція, яка має 

кон’юнктивну форму спеціального виду (максимальну 2-КНФ). В роботі 

суттєво використовується зв’язок між топологіями на 𝑛𝑛-елементній та (𝑛𝑛 − 1)-

елементній множинах, який описано за допомогою відношення узгодженності 

топологій, а також той факт, що достатньо досліджувати лише 𝑇𝑇0-топології. В 

подальшому вагою топології будемо називати кількість 𝑚𝑚 відкритих множин в 

цій топології, а також говорити, що топологія відноситься до 𝑚𝑚-класу.  

В дисертаційній роботі з використанням представлення топологій 

векторами і максимальними 2-КНФ булевих функцій отримано нові наукові 

результати: 

• перераховано вектори всіх 𝑇𝑇0-топологій з вагою 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1 на 𝑛𝑛-

елементній множині, які є узгодженими з 𝑇𝑇0-топологіями близькими до 

дискретної на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині. Результати щодо структури 

𝑇𝑇0-топологій з вагою 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 < 5 ⋅ 2𝑛𝑛−4 отримано вперше;  

• доведено, що у 𝑚𝑚-класах топологій з вагою 𝑚𝑚 ∈ [13 ∙ 2𝑛𝑛−5, 2𝑛𝑛−1] всі 0Т -

топології є або узгодженими з близькими до дискретної, або двоїстими до 

них; 

• показано, що існують 𝑚𝑚-класи топологій з вагою 𝑚𝑚 ∈ (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1], які  
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а) не вичерпуються 𝑇𝑇0-топологіями, узгодженими з 𝑇𝑇0-топологіями 

близькими до дискретної; 

б) не містять жодної 𝑇𝑇0-топології, узгодженої з 𝑇𝑇0-топологіями близькими 

до дискретної. Знайдено вектори 𝑇𝑇0-топологій з таких класів;  

• знайдено такі натуральні числа 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1, для яких не існує 

жодної топології з вагою 𝑚𝑚; 

• уведено нове поняття – максимальної 2-КНФ булевої функції, яка 

визначає топологію на скінченній множині; 

• доведено існування бієкції між множиною топологій на 𝑛𝑛-елементній 

множині та множиною максимальних 2-КНФ від 𝑛𝑛 змінних; 

• розроблено метод розпізнавання взаємно двоїстих та самодвоїстих 𝑇𝑇0-

топологій; 

• перераховано всі максимальні 2-КНФ негомеоморфних 𝑇𝑇0-топологій на 4- 

та 5-елементній множинах та підраховано число всіх топологій на цих 

множинах. 

Практичне значення одержаних результатів. Отримані в дисертаційній 

роботі результати, зокрема, побудовані моделі топологій на скінченних 

множинах, доведені теореми про вагу досліджуваних топологій, виявлені нові 

класи топологій, можуть бути використані не тільки топологами, а й 

спеціалістами з дискретної математики та математичної логіки.  

Уведене в роботі поняття максимальної 2-КНФ, яка є єдиною для кожної 

топології, і по якій можна однозначно відновити топологію, може бути 

використане для подальшого дослідження структури топологій та розробки 

методів підрахунку всіх топологій на заданій скінченній множині. Корисним 

буде також поширення цього апарату на будь-які частково впорядковані 

множини, які виникають, зокрема, при дослідженнях в алгебраїчній топології, 

геометріях на скінченних множинах. 
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Особистий внесок здобувача. Дисертаційна робота є одноосібно та 

самостійно виконаною науковою працею. Усі основні результати дисертаційної 

роботи, які виносяться на захист, одержано автором особисто. У публікаціях, 

виданих у співавторстві, автору належить: [51] – виведення формул для 

знаходження ваги топологій на 𝑛𝑛-елементній множині, які є узгодженими з Т0-

топологіями на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині; [38] – введення поняття 

максимальної 2-КНФ булевої функції, доведення твердження про 

еквівалентність двох максимальних 2-КНФ, знаходження вигляду векторів Т0-

топологій, які мають вагу 25 ∙ 2𝑛𝑛−6, підрахунок кількісті всіх помічених Т0-

топологій ваги 25 ∙ 2𝑛𝑛−6; [50] – знаходження векторів Т0-топологій, які не є 

узгодженими з близькими до дискретної, дослідження умов на мінімальні околи 

елементів топології. 

Апробація результатів дисертації. Основні положення дисертаційної 

роботи доповідались на міжнародних та всеукраїнських наукових та науково-

практичних конференціях та семінарах: 

• International scientific online conference «Algebraic and geometric methods 

of analysis» (м. Одеса, 26-30 травня 2020 р.); 

• International Online Conference «Algebraic and geometric methods of 

analysis» (м. Одеса, 25-28 травня 2021 р.); 

• International Online Conference «Algebraic and geometric methods of 

analysis» (м. Одеса, 24-27 травня 2022 р.); 

• UK-Ukraine Research Online Twinning Conference (27 - 30 March 2023, 

Liverpool, Great Britain); 

• International Online Conference «Algebraic and geometric methods of 

analysis» (м. Одеса, 29 травня-1 червня 2023 р.); 

• XXII Міжнародний науково-практичний семінар імені А.Я. Петренюка 

"Комбінаторні конфігурації та їх застосування" (Запоріжжя – Кропивницький, 

15 – 16 травня 2020 р.); 
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• XXIII Міжнародний науково-практичний семінар імені А.Я. Петренюка 

"Комбінаторні конфігурації та їхні застосування" (Запоріжжя – Кропивницький, 

13–15 травня 2021 р.); 

• Сьома Всеукраїнська, чотирнадцята регіональна наукова конференція 

молодих дослідників «Актуальні проблеми математики та інформатики» (м. 

Запоріжжя, 28 – 29 квітня 2016 р.); 

• Восьма Всеукраїнська, п’ятнадцята регіональна наукова конференція 

молодих дослідників «Актуальні проблеми математики та інформатики» (м. 

Запоріжжя, 27 – 28 квітня 2017 р.); 

• Дев’ята Всеукраїнська, шістнадцята регіональна наукова конференція 

молодих дослідників «Актуальні проблеми математики та інформатики» (м. 

Запоріжжя, 26 – 27 квітня 2018 р.); 

• Одинадцята Всеукраїнська, вісімнадцята регіональна наукова 

конференція молодих дослідників «Актуальні проблеми математики та 

інформатики» (м. Запоріжжя, 23 – 24 квітня 2020 р.); 

• Тринадцята Всеукраїнська, двадцята регіональна наукова конференція 

молодих дослідників «Актуальні проблеми математики та інформатики» (м. 

Запоріжжя, 16 – 17 червня 2022 р.); 

• Всеукраїнська конференція «Молодь і наука. Практика інноваційного 

пошуку» (м. Дніпро, 18 грудня 2019 р.); 

• Науково-практична конференція «Тиждень науки» (м. Запоріжжя, 18 – 

22 квітня 2016р.); 

• Х Літня школа «Алгебра, Топологія, Аналіз» (м. Одеса, 3 – 15 серпня 

2015р.); 

• ХI Літня школа «Алгебра, Топологія, Аналіз» (м. Одеса, 1 – 14 серпня 

2016р.); 

• ХII Літня школа «Алгебра, Топологія, Аналіз» (село Колочава, 

Закарпатська обл, 10-23 липня 2017р.). 

Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається зі вступу, трьох 

розділів, десяти підрозділів, висновків, списку використаних джерел та 
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додатку. Загальний обсяг дисертації – 116 сторінок. Робота містить 7 рисунків, 

список використаних джерел налічує 51 найменувань. Основний зміст 

дисертації описано у 20 опублікованих роботах: 3 статтях [51, 38, 50] в 

наукових журналах, що входять до переліку спеціалізованих журналів, 

затверджених МОН України, у тому числі 2 статтях [51, 38] у журналах, 

включених до міжнародних баз даних Scopus або Web of Science; 17 тезах 

доповідей у збірниках праць наукових конференцій. Дисертація містить 1 

додаток на 11 сторінках. 
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РОЗДІЛ 1. ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

 

Тема та зміст дисертаційної роботи пов’язані з такими дисциплінами як 

математична логіка, дискретна математика, топологія, теорія графів, 

комбінаторика, математичне моделювання. 

Термін «топологія» («topologie» німецькою мовою) вперше з'явився в 

1848 році в статті Лістинга «Vorstudien zur Topologie» [23]. 

Англійська форма слова - «Topology» - була запропонована в 1883 в 

журналі «Nature» для того, щоб, як там було зазначено, відрізняти якісну 

геометрію від геометрії, в якій переважають кількісні співвідношення. 

Топологічні простори з'являються в багатьох розділах математики, що робить 

топологію надзвичайно універсальним інструментом для математиків.  

Загальна топологія розвивається з кінця XIX ст. і оформилась в 

самостійну математичну дисципліну на початку XX ст. Основоположні роботи 

належать Хаусдорфу, Пуанкаре, Александрову, Урисону, Брауеру. Загальна 

топологія визначає та вивчає такі властивості множин і відображень між ними 

як зв'язність, компактність, неперервність [31]. 

Бурхливий розвиток топології в XIX- XX ст. пояснюється необхідністю 

строгого обгрунтування багатьох математичних теорій, деякі з яких з’явились 

набагато раніше і ефективно використовувались в дослідженнях. Наприклад, в 

розвитку математичного аналізу виникли принципові труднощі, які вдалось 

подолати лише в кінці XIX ст., зокрема і завдяки розвитку топології. Внаслідок 

розвитку функціонального аналізу математики усвідомили, що на одній і тій же 

множині можна побудувати різні структури, а також, що одна і та сама 

математична структура може бути побудована на різних множинах. 

Топологічна структура часто є базою, на якій будуються інші математичні 

структури. Топологічні простори та їх неперервні відображення з'являються в 

багатьох розділах математики.  

Топологія і в наші дні зберегла швидкі темпи розвитку. Задачі, які 

з’являються в рамках загальної топології, часто лежать на перетині з іншими 
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розділами топології, а також суміжними розділами математики: топологічна 

алгебра, топологія динамічних систем, теорія розмірності, функціональний 

аналіз. 

Багато важливих питань виникають при дослідженні топологій на 

скінченних множинах. Перші результати дослідження топологій на скінченних 

множинах з'являються у 60-70-х роках двадцятого століття у статтях 

Sharp, Jn. H. [36], [37] , Evans J. W. [10], Chatterji S. D., Kleitman D. [16]. У 

роботах Sharp, Jn. H. та Evans J. W. топології на скінченних множинах 

розбиваються на класи за кількістю елементів і досліджуються у кожному класі 

окремо. Для дослідження топологій на скінченних множинах використовуються 

транзитивні графи. 

У разі скінченної множини кількість топологій також скінченна. 

Особливості цієї ситуації проявляються, починаючи з  

Означення 1.1 Топологією на скінченній множині 𝑋𝑋 називається такий 

набір τ  його підмножин, в який включається ∅ і все 𝑋𝑋, а також разом з будь-

якою парою елементів набору в нього включається їх об'єднання і перетин. 

Пара (𝑋𝑋, 𝜏𝜏) називається топологічним простором. Будь-який елемент з 𝑋𝑋 

називається точкою, будь-який елемент з 𝜏𝜏 називається відкритою 

множинною. 

Задачі підрахунку та перерахування всіх топологій на заданій скінченній 

множині були поставлені давно, але вони дотепер не розв’язані. В такій 

постановці задачі дослідження топологій на скінченних множинах відносяться 

до задач дискретної математики, тому до їх розв’язання застосовують методи 

дискретної математики. Перші результати дослідження топологій на 

скінченних множинах з'являються в 60–70-х роках двадцятого століття в 

статтях [10], [36]. У цих роботах топології на скінченних множинах 

розбиваються на класи по числу елементів і досліджуються в кожному класі 

окремо. Пізніше топології на скінченних множинах досліджувались з 

використанням теорії графів, частково впорядкованих множин, булевих 

функцій, гомотопічної топології.  
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На даний момент не існує формули, за якою можна було б визначити 

загальне число негомеоморфних або число усіх топологий на n -елементній 

множині, тому це питання залишається відкритим. Формула про зв'язок числа 

( )nT  усіх топологій на n -елементній множині  і числа ( )mT~  усіх 0T -топологій 

на m -елементних множинах має вигляд: 

 

( ) ( ) ( )mTmnSnT
n

m

~,
1

∑
=

⋅= ,                                       (1.1) 

 

де ( )mnS ,  – числа Стірлінга другого роду, які є відомим об’єктом дискретної 

математики і для знаходження яких користуються формулою: 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ],1121
!

1, 1121 nm
m

mn
m

n
m

n CmCmCm
m

mnS −−−++−+−−= 2  

 

причому ( ) 0, =mnS , якщо nm >  або 0=m , а також ( ) 00,0 =S  і ( ) 1, =nnS . 

Уперше ця формула була опублікована у статті J.W. Evans., F. Harary, 

M.S. Lynn [10].  

Одним із способів вирішення задачі підрахунку топологій є їх відбір із 

всіх можливих наборів підмножин даної скінченної множини за допомогою 

комп’ютера. Очевидно, такий спосіб є неефективним для множин з достатньо 

великою кількістю елементів, але ці результати є важливими для тестування 

отриманих іншими методами результатів. На сьогодні онлайн-енциклопедія 

цілочислових послідовностей дає число усіх топологій на n -елементній 

множині для 18,0=n , а також число топологій з точністю до гомеоморфізмів 

на n -елементній множині для 16,0=n  [43].  

Топології на скінченних множинах досліджуються різними методами, 

серед яких методи теорії графів займають особливу роль. Майже у всіх 
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дослідників так чи інакше застосовувались графи різних видів: транзитивні 

орієнтовані графи [21, 22, 8], діграфи [24], колчани [49] та ін.  

Використання булевих функцій для описання топологій на скінченних 

множинах теж є цілком природним і потребує застосування методів 

математичної логіки та алгебри. Поняття булевих функцій є достатньо зручним 

для описання топологій на скінченних множинах [46]. Кожну топологію можна 

єдиним способом задати за допомогою кон’юнктивної форми спеціального 

виду (максимальної 2-КНФ) [38].  

Іншим привабливим об’єктом для описання топологій є (0,1)-матриці, які 

були використанні в дослідженнях [3] і дали можливість знайти загальну 

кількість топологій на 𝑛𝑛-елементній множині при 𝑛𝑛 ≤ 10.  

Природною є класифікація топологій за кількістю елементів в ній 

(відкритих множин). Вона використовувалась в багатьох дослідженнях, зокрема 

в роботах H. Sharp, Jn. [37], D. Stephen [40], R. Stanley [39]. У своїх роботах H. 

Sharp, Jn. [37] та D. Stephen [40] показали, що для будь-якої недискретної 

топології на n - елементній множині кількість k  відкритих множин задовольняє 

умову 𝑘𝑘 ≤ 3 ⋅ 2𝑛𝑛−2. R. Stanley [39] підрахував число всіх, з точністю до 

гомеоморфізмів, топологій з числом відкритих множин 𝑘𝑘 ≥ 7 ⋅ 2𝑛𝑛−4. В 

подальшому цей діапазон вдалось розширити, зокрема M. Kolli [17] вивів 

формули для підрахунку всіх топологій з 𝑘𝑘 ≥ 6 ⋅ 2𝑛𝑛−4 відкритими множинами 

при 𝑛𝑛 ≥ 4. М. Benoumhani [2] підрахував для довільного 𝑛𝑛 загальну кількість 

усіх топологій з 2 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 12. В свою чергу, M. Erne та K. Stege [9] підрахували 

загальну кількість топологій для 𝑛𝑛 ≤ 14.  

При дослідженні будь-якої топології, не обов'язково на скінченній 

множині, важливим є питання знаходження серед всіх топологій тих, які 

задовольняють аксіомам відокремлюваності. Як зазначалось раніше, при 

підрахунку всіх топологій або негомеоморфних топологій на скінченній 

множині достатньо обмежитись підрахунком лише 𝑇𝑇0-топологій, завдяки 

існуванню формули (1.1). Для підрахування всіх непомічених топологій з більш 

ніж 7 ⋅ 2𝑛𝑛−4 відкритими множинами R. Stanley у своїй статті [39] 
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використовував відповідність між 𝑇𝑇0-топологіями та частковими порядками. 

Він також знайшов скінченні 𝑇𝑇0 і не 𝑇𝑇0-топології з малою кількістю відкритих 

множин. В роботі [2] М. Benoumhani отримав формулу для підрахунку числа 

𝑇𝑇0-топологій на 𝑛𝑛-елементній множині з 𝑛𝑛 + 4 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 + 6 відкритими 

множинами.  

Задачу про підрахунок усіх помічених топологій на деякій 𝑛𝑛-елементній 

множині Ф. Харарі у своїй книзі [12] вніс до списку невирішених задач. В цій 

роботі стверджувалось, що кожній топології на деякій n - елементній множині 

можна поставити у відповідність помічений транзитивний орграф з 𝑛𝑛 

вершинами, тобто орграф, в якому для кожної трійки вершин 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 разом з 

дугами (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) та (𝑏𝑏, 𝑐𝑐) входить і дуга (𝑎𝑎, 𝑐𝑐). У статті [10] сформульовано та 

доведено лему про існування взаємнооднозначної відповідності між 

поміченими топологіями на 𝑛𝑛-елементній множині та поміченими 

транзитивними орієнтованими графами з 𝑛𝑛 вершинами.  

Відповідність між транзитивним орграфом 𝐷𝐷(𝑇𝑇) та топологією на 

скінченній множині Т встановлюється наступним чином: для двох різних 

елементів 𝑢𝑢,  𝑣𝑣 ∈ Т, якщо 𝑢𝑢 міститься в кожному околі v , то у відповідному 

орграфі 𝐷𝐷(𝑇𝑇) вершина 𝑢𝑢 суміжна з 𝑣𝑣. Ця відповідність виявилася дуже 

зручною, тому багато сучасників Ф. Харарі при дослідженні топологій на 

скінченній множині використовували транзитивні орграфи. Зокрема, у роботі 

[36] H. Sharp, Jn. за допомогою транзитивних орграфів підтвердив результат 

D .Stephen [40] про те, що у проміжку 3 ⋅ 2𝑛𝑛−2 < 𝑘𝑘 ≤ 2𝑛𝑛 немає інших топологій 

потужності 𝑘𝑘, крім дискретної, а A. R. Mitchell, R. W. Mitchell у роботі [29] 

запропонували більш просте доведення цього результату. Відмітимо ще роботу 

[13], в якій автор, по-перше, досліджує структуру недискретної топології 

максимальної потужності, а токож доводить узагальнену теорему, що коли 

𝑘𝑘 ≤  𝑛𝑛, то жодна топологія з 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 одноелементними відкритими множинами не 

може мати більше ніж (1 + 2𝑘𝑘)2𝑛𝑛−𝑘𝑘−1 елементів. 

V. Krishnamurthy у своїй роботі [22] за допомогою непомічених 

транзитивних орграфів підрахував кількість усіх негомеоморфних топологій на 
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𝑛𝑛-елементній множині при 𝑛𝑛 = 2,3,4,5. Однією з останніх робіт, у якій для 

дослідження топологій на скінченній множині використовуються орграфи, – це 

робота C. Marijuan [24]. C. Marijuan використовував іншу відповідність між 

топологіями на скінченній множині та орграфами. Він ставив у відповідність 

топології Т орграф 𝐷𝐷(𝑇𝑇) (не обов'язково транзитивний) наступним чином: 

розглядав для будь-якої вершини v  в орграфі 𝐷𝐷(𝑇𝑇) множину вершин, суміжних 

з 𝑣𝑣 (оточення вершини 𝑣𝑣), як передбазу замкнутих множин топології Т. Було 

знайдено функцію, яка задає цю відповідність. У цій же статті досліджувалась 

відповідність між скінченними ациклічними транзитивними графами та 𝑇𝑇0-

топологіями на множині його вершин.  

У роботі [8] Dongseok Kim та ін. для вивчення непомічених топологій 

також використовувались графи. Кожному скінченному графу 𝐺𝐺 певного виду 

ставляться у відповідність топології, для яких цей граф називають основним. 

Символами ( )Gτ  та ( )Gh  позначено відповідно число всіх топологій та число 

всіх негомеоморфних топологій, для яких граф 𝐺𝐺 є основним. Знайдено зв'язок 

( )Gτ  та ( )Gh  з операціями над графами та значення ( )Gτ  та ( )Gh  для деяких 

графів. 

Відзначимо ще одне з останніх досліджень топологій на скінченних 

множинах - це робота M. Yasir Kizmaz [15]. У ній автор довів, що для будь-

якого простого числа p  для числа всіх топологій на 𝑝𝑝𝑘𝑘-елементній множині 

виконується порівняння ( ) ( )pkpT k mod1+≡  і, що для кожного натурального 

числа n  існує таке унікальне число k , що ( ) knpT ≡+ , а також знайшов всі 𝑘𝑘 

для 4,3,2,1,0=n . У цій же статті автор стверджує про знайдене ним 

альтернативне (більш просте) доведення результату [6] про справедливість 

порівняння ( ) ( )( )pnТnpТ mod100 +≡+ . Важливим моментом цього 

дослідження є використання основних властивостей дії групи на множині, що 

за думкою автора використовується вперше. Фактично дослідження 

грунтується на взаємодії на одній множині двох математичних структур – 

http://arxiv.org/find/math/1/au:+Kim_D/0/1/0/all/0/1
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групової та топологічної. Такий підхід було використано також в роботі [14], в 

якій топологічна структура будується на базовій множині скінченної групи. 

Зауважимо, що паралельно з дослідженням топологій на скінченних 

множинах проводились дослідження скінченних топологій, тобто топологій зі 

скінченною кількістю елементів, які могли бути заданими як на скінченній так і 

на нескінченній множині. Зрозуміло, що в дослідженнях скінченних топологій 

дослідження топологій на скінченних множинах є окремим випадком.  

Оскільки кожна 𝑇𝑇0-топологія є частково впорядкованною множиною, то 

дослідження частково впорядкованних множин можуть бути корисними для 

дослідження топологій на скінченних множинах. Для зображення частково 

впорядкованих множин використовують колчани. Термін «колчан» був 

уведений П. Габріелем [11] в 1972 році у зв'язку з вивченням представлень 

скінченновимірних алгебр. Колчаном називають скінченний орієнтований граф, 

можливо з кратними стрілками та кратними петлями. У роботі В.М. 

Журавльова та І.В. Кулаковської [49] розглядаються колчани, що виникають у 

теорії черепичних порядків, зокрема, жорсткі колчани. Доводиться, що колчан, 

який має петлю в кожній вершині, не жорсткий, а колчан, асоційований зі 

скінченною частково впорядкованою множиною з одним мінімальним 

елементом, є жорстким. 

Топологічні простори на скінченній множині точок можуть бути описані 

та досліджені комбінаторними методами завдяки їх тісному зв’язку зі 

скінченними частковими порядками. Ця взаємодія комбінаторної та 

топологічної структур на скінченній множині робить топології на скінченній 

множині важливими математичними об’єктами. 

Між множиною топологій на скінченній множині та множиною всіх 

передпорядків на цій множині (тобто рефлексивних та транзитивних 

відношень) існує взаємнооднозначна відповідність. Її існування зводить задачі 

підрахунку або перерахування елементів однієї з цих множин до аналогічних 

задач для іншої множини. 
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Відношення передпорядку 𝜌𝜌 на скінченній множині 𝑋𝑋 з топологією τ  

можна ввести різними способами. Наприклад, в роботі [8] ( ) ρ∈yx,  тоді і 

тільки тоді, коли кожна відкрита множина, що містить х, містить також і у, 

тобто { }yx∈ , де { }y  є замиканням множини { }y  відносно топології τ . 

Обернено, для передпорядку ρ  на скінченній множині 𝑋𝑋 сукупність 

( ) ( ){ }UxUxXU ⊆∈∀⊆= ρτ | , де ( ) ( ){ }ρρ ∈= yxyx ,| , є топологією на 𝑋𝑋. Такі 

передпорядок та топологію називають відповідними.  

Для застосувань топологій на скінчених множинах важливу роль відіграє 

задача перерахування гомотопічних типів скінчених множин, а також 

використання інших понять алгебраїчної топології, які можуть бути описані в 

термінах відношень порядку, про що ще буде йти мова у наступному розділі. 

Той факт, що топології на п-елементній множині можна описувати за 

допомогою булевих функційій від 𝑛𝑛 змінних говорить про можливість 

викорстання результатів досліджень в теорії булевих функцій для вивчення 

топологій на скінченній множині. В останній час для булевих функцій 

отримано ряд цікавих результатів [7, 35]. 

Наприклад, в роботі [35] Т. Sсhaefer виділив такі класи булевих функцій: 

0-виконувані, 1-виконувані, слабовід’ємні, слабододатні, мультиафінні та 

біюнктивні функції. Важливим результатом його роботи є теорема про те, що 

задача дослідження булевої формули F  (яка є кон’юнкцією формул iF ) на 

виконуваність (F-виконуваність) є задачею поліноміальної складності, якщо всі 

функції iF  одночасно належать принаймні одному з перерахованих класів. В 

противному випадку проблема F-виконуваності є 𝑁𝑁𝑁𝑁 −повною. Аналогічні 

питання розв’язані в роботі B.Monien, E.Speckenmeyer [30].  

В роботах [42, 35, 32] розглядаються властивості булевих функцій, що 

моделюють топології на скінченній множині: слабовід’ємність, 

слабододатність, біюнктивність. Пропонується алгоритм побудови 2-КНФ 

булевої функції за її таблицею істинності. Доводиться теорема про вигляд 2-
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КНФ булевих функцій, що задають близькі до дискретної топології на 

скінченній множині. 

Моделювання топологій на скінченних множинах за допомогою булевих 

функцій виявилось достатньо зручним для їх описання та дослідження, 

оскільки кожну таку топологію можна задати кон’юнктивною нормальною 

формою спеціального виду і використовувати результати досліджень 

нормальних форм булевих функцій. В роботі [44] описано 𝑇𝑇0-топології саме за 

допомогою 2-КНФ булевих функцій. Використовуючи цю модель, досліджено 

взаємно двоїсті та самодвоїсті 𝑇𝑇0-топології, а також підраховано кількість всіх 

𝑇𝑇0-топологій з вагою 25 ∙ 2𝑛𝑛−6. 

Для досліджень топологій на скінченній множині у роботі [44] було 

введено поняття вектора топології – впорядкованого набору цілих невід’ємних 

чисел, що визначають мінімальні околи елементів заданої скінченної множини. 

Кожній топології відповідає єдиний такий набір, але, нажаль, не навпаки. 

Незважаючи на відсутність бієкції, вказана модель вже дала можливість 

повністю дослідити топології з вагою 𝑛𝑛 > 2𝑛𝑛−1, які часто називають близькими 

до дискретної топологіями [44]. Тому деякі питання щодо топологій на 

скінченних множинах з використанням цієї моделі варто, на наш погляд, 

ставити та розв’язувати. Вектор топології було використано також в роботі [51] 

для дослідження топологій з більшим за 2𝑛𝑛−2 числом елементів. 

Розвиток теорії топологій на скінченних множинах сприяє поглибленню 

використання топологічної структури в різних галузях знань: в хімії для аналізу 

молекулярних структур [27, 28]; в інформатиці для цифрової обробки 

зображень; в геометріях на скінченних множинах [33]. Топології на 

скінченнних множинах відіграють ключову роль в теорії розпізнавання образів 

[20, 19]. 
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РОЗДІЛ 2. ОГЛЯД РЕЗУЛЬТАТІВ, ОТРИМАНИХ 

МОДЕЛЮВАННЯМ ТОПОЛОГІЙ НА СКІНЧЕННІЙ МНОЖИНІ ЗА 

ДОПОМОГОЮ РІЗНИХ МАТЕМАТИЧНИХ ОБ’ЄКТІВ 

 

2.1 Представлення топологій неспадною послідовністю цілих 

невід’ємних чисел 
 

Нехай на скінченній множині X  задана топологія τ  і 𝑎𝑎 ∈ 𝑋𝑋. 

Означення 2.1 Мінімальним околом iM  точки Xxi ∈  називається 

перетин усіх околів цієї точки. 

Означення 2.2 Індексом точки (елемента) 𝑎𝑎 ∈ 𝑋𝑋 відносно топології τ  

назвемо число ( )aindτ , яке дорівнює кількості відмінних від a  елементів у його 

мінімальному околі aM  [44]. 

Приклад 2.1 Нехай на множині }{ dcbaX ,,,=  задана топологія 

{ }abcdacdabcacabba ,,,,,,,∅=τ . Для спрощення записів коми у позначенні 

елементів топології, що містять більше одного елемента множини 𝑋𝑋, 

опускаємо. Отже, символ 𝑎𝑎𝑎𝑎 означає двохелементну множину { }ba, . Множина 

{ }abcU a =  є прикладом околу точки 𝑎𝑎. Випишемо мінімальні околи та індекси 

всіх елементів множини X : 

 

{ }aM a = ,         ( ) 0=aindτ ; 

{ }bM b = ,          ( ) 0=bindτ ; 

{ }acM c = ,        ( ) 1=cindτ ; 

{ }acdM d = ,     ( ) 2=dindτ . 

 

У роботі [45] було доведено, що в 𝑇𝑇0-просторі існують одноелементні 

замкнуті множини. Цей факт уточнює наступна лема з роботи [44]. 

Лема 2.1 (про елемент максимального індексу) Елемент 𝑇𝑇0-простору 𝑋𝑋, 

який має максимальний індекс, є одноелементною замкнутою множиною. Якщо 
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таких елементів кілька, то всі вони є одноелементними замкнутими 

множинами.  

З означення 2.1 мінімального околу випливає, що будь-яка відкрита 

множина U  разом з деякою точкою іх  містить також її мінімальний окіл іМ . 

Тому має місце наступне твердження. 

Теорема 2.1 Нехай τ  – топологія на скінченній множині { }nxxX ,,1 = . 

Сукупність { }nMMB ,, 1∅= , в якій іМ  – мінімальний окіл точки іх , є базою 

топології τ , яку будемо називати мінімальною базою топології τ . 

Зауважимо, що у випадку не 0T -топології в мінімальній базі серед іМ  

можуть бути рівні множини. Наступна теорема відповідає на питання, який 

набір підмножин множини X  може бути базою деякої топології. 

Теорема 2.2 Нехай { }kBBB ,,~
1∅=  – набір підмножин множини 

{ }nxxX ,,1 = , який задовольняє умови: 

а) для будь-якого Xxi ∈  існує підмножина з B~ , яка містить іх ; 

б) перетин будь-яких двох підмножин з B~  також належить B~ . 

Тоді B~  є базою деякої топології τ  на X , а набір { }nMMB ,, 1∅= , де іМ  – 

перетин всіх підмножин з B~ , які містять іх , є мінімальною базою топології τ  

Доведення. Набори B~  та B  будуть базами деякої топології τ  за 

властивостями бази з загальної топології [31]. Доведемо, що B  – мінімальна 

база.  

Нехай 
siii BBB ,...,

21
 – всі ті множини з бази B , яким належить точка Xx∈ . 

Тоді, за умовою, перетин М  цих множин також належить набору B  та містить 

точку х . Так як B  – база топології τ , то будь-яка відкрита множина U , яка 

містить точку х , містить і множину М . Отже, М  – мінімальний окіл точки х . 

Теорема доведена. 

Означення 2.3 Неспадну послідовність індексів усіх елементів 

називатимемо вектором топології. Вектор топології τ  будемо позначати 

( ) ( )nααατn ,...,, 21=  [44]. 
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Наприклад, у попередньому прикладі вектор топології має вигляд 

(0,0,1,2). 

Означення 2.4 Глибиною відкритої множини τ∈M  назвемо число ( )Mq , 

яке дорівнює кількості елементів з τ , які містять множину M  як підмножину 

(власну або невласну) [44]. 

Будемо користуватися символом M  для позначення кількості елементів 

у скінченній множині M , зокрема τ  означатиме вагу топології τ . 

Нагадаємо, що на будь-якій підмножині ХY ⊂  у топологічному просторі 

( )XX τ,  сім’я { }XY UYU ττ ∈∩=  буде топологією на Y , яка називається 

топологією, індукованою топологією Xτ . Топологічний простір ( )YY τ,  

називається підпростором простору ( )XX τ, . 

Теорема 2.3 Якщо топологія τ  на множині X  має вектор ( )nααα ,...,, 21 , 

то на множині { }nxX \  індукована топологія /τ  має вектор ( )121 ,...,, −nααα . При 

цьому ( )Mq+= /ττ , де /τ∈M , nM α= . Множина M  вибирається як 

{ }nn xM \ , де nM  - мінімальний окіл елемента nx  [44]. 

Наслідок 2.1 Якщо 0121 ==== −nααα 2 , а 11 −≤≤ nnα , тобто топологія 

τ  визначається вектором ( )nα,0,...,0,0 , то nn nnn ααττ −−−−− +=+′= 111 222 . 

Теорема 2.4 (критерій вектора Т0-топології). Послідовність невід'ємних 

цілих чисел ( )nααα ,...,, 21  є вектором деякої Т0-топології на n -елементній 

множині тоді і тільки тоді, коли вона задовольняє наступним умовам: 

а) 1+≤ ii αα , 1,1 −= ni , 

б) 1−≤ iiα , ni ,1=  [44]. 

Для підрахунку ваги топології корисною буде наступна 

Лема 2.2 Нехай задано n-елементну множину 𝑀𝑀 = {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛}, 2𝑀𝑀 – 

булеан цієї множини. Кількість 𝑁𝑁𝑘𝑘 підмножин з булеана, які містять 𝑘𝑘-

елементну підмножину {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘}, дорівнює 2𝑛𝑛−𝑘𝑘. 
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Доведення. Підмножину 𝑃𝑃 ∈ 2𝑀𝑀 можна задати двійковим кодом 

(𝛼𝛼1, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛), де 𝛼𝛼𝑖𝑖 = �0, якщо 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∉ 𝑃𝑃 
1, якщо 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑃𝑃

. Так як будь-яка з шуканих підмножин 

містить фіксовану 𝑘𝑘-елементну підмножину, то 𝑘𝑘 значень в коді (𝛼𝛼1, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛) 

обов’язково дорівнюють 1, а інші 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 значень можуть незалежно один від 

одного набувати значень 0 або 1. Отже, 𝑁𝑁𝑘𝑘 = 2𝑛𝑛−𝑘𝑘. 

Означення 2.5 Топологію на п-елементній множині будемо називати 

близькою до дискретної, якщо вона має вагу 12 −> nτ  [44]. 

Лема 2.3 Топологія τ  з вектором ( )2,1,0,,0 2  містить 12 −≤ nτ  відкритих 

множин, тобто не є близькою до дискретної [44]. 

Всі близькі до дискретної топології описуються наступною теоремою. 

Теорема 2.5 На множині X , nX = , 4≥n  існують такі й лише такі 

топології τ  з числом елементів 12 −> nτ , вектор яких має один з наступних 

виглядів: 

а) ( ) ( )nv ατ ,0,,0 = , 11 −≤≤ nnα , причому nnn ατ −−− += 11 22 . 

б) ( ) 









= 1,,1,0,,0 (

k

v τ , 21 −≤≤ nk  і { }yM m

n

km
=

+= 1
1 . При цьому 

11 22 −− += knτ . 

в) ( ) ( )1,1,0,...,0=τv  і ∅=− nn MM  , при цьому 41 22 −− += nnτ  [44]. 

 

Наслідок 2.2 Будь-яка близька до дискретної топологія на n -елементній 

множині є 0Т -топологією. 

Наслідок 2.3 Всі m-класи близьких до дискретної топологій на 𝑛𝑛-

елементній множині визначаються топологіями з вектором (0, … ,0,𝛼𝛼𝑛𝑛), де 

1 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1. Більш того, кожен клас близьких до дискретної топологій, за 

виключенням 9 ∙ 2𝑛𝑛−4-класу, має 2 (з точністю до гомеоморфізму) топології: 

топологію з вектором (0, … ,0,𝛼𝛼𝑛𝑛) та двоїсту до неї. До 9 ∙ 2𝑛𝑛−4-класу входять 
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не лише вказані топології, а також топологія з вектором (0, … ,0,1,1), де 

 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩  𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅ [44].  

В цьому дослідженні ми розглядаємо топології з вагою 2𝑛𝑛−2 < |𝜏𝜏| ≤ 2𝑛𝑛−1. 

Доведемо лему, аналогічну лемі 2.3.  

Лема 2.4 Топологія 𝜏𝜏 з вектором (0, … ,0,1,3,4) містить |𝜏𝜏| ≤ 2𝑛𝑛−2 

відкритих множин. 

Доведення. Розглянемо індуковану топологію 𝜏𝜏′′ на множині 

{𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−2} з вектором (0, … ,0,1). Вона є близькою до дискретної на цій 

множині. За наслідком 2.1 кількість відкритих множин дорівнює 

|𝜏𝜏′′| =  2𝑛𝑛−3 +  2𝑛𝑛−4. Далі розглянемо індуковану топологію 𝜏𝜏′ на множині 

{𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1} з вектором (0, … ,0,1,3). Глибина 𝑔𝑔(𝑀𝑀) в топології 𝜏𝜏′′ (кількість 

відкритих множин, які містять трьохелементну підмножину) дорівнює 

2𝑛𝑛−6 + 2𝑛𝑛−6 = 2𝑛𝑛−5. 

Таким чином, згідно з теоремою 2.3 

 

|𝜏𝜏′| = |𝜏𝜏′′| + 2𝑛𝑛−5 = 2𝑛𝑛−3 + 2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−5. 

 

Розглянемо топологію 𝜏𝜏 на множині {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛} з вектором 

(0, … ,0,1,3,4). Кількість відкритих множин в топології 𝜏𝜏′, які містять 

чотирьохелементну підмножину, не перевищує 2𝑛𝑛−7 + 2𝑛𝑛−7 + 2𝑛𝑛−6 = 2𝑛𝑛−5. 

Таким чином, згідно з теоремою 2.3 

 

|𝜏𝜏| ≤ |𝜏𝜏′| + 2𝑛𝑛−5 = 2𝑛𝑛−3 + 2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−5 + 2𝑛𝑛−5 = 2𝑛𝑛−3 + 2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−4 = 2𝑛𝑛−3 

+2𝑛𝑛−3 = 2𝑛𝑛−2. 

 

Тобто, |𝜏𝜏| ≤ 2𝑛𝑛−2. Лема доведена. 

В наступному розділі ми продовжимо досліджувати топології з вагою 

2𝑛𝑛−2 < |𝜏𝜏| ≤ 2𝑛𝑛−1, використовуючи поняття вектора топології.  
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2.2 Моделювання топологій за допомогою булевих функцій 
 

В роботі [48] запропоновано спосіб описання топологій на n-елементній 

множині булевими функціями від n змінних. Кожному булевому вектору 

( )nααα ,...,, 21 , 1,0i =α , ni ,1=  з області істинності булевої функції 

( )nxxxf ,...,, 21  поставимо у відповідність підмножину n -елементної 

впорядкованої множини ( )nxxxX ,...,, 21=  за таким правилом: якщо 1=iα , то 

відповідна підмножина містить елемент ix , якщо 0=iα , то відповідна 

підмножина не містить елемент ix . 

Приклад 2.2 На впорядкованій множині ( )4321 ,,, xxxxX =  підмножина 

{ }2x  відповідає булевому вектору ( )0,0,1,0 , а підмножина { }431 ,, xxx  - булевому 

вектору ( )1,1,0,1 . 

Очевидно, вказана відповідність є взаємно однозначною.  

Розглянемо різноманітні набори підмножин множини X . Кожному з них 

поставимо у відповідність булеву функцію ( )nxxxf ,..., 21 , область істинності 

якої задає всі підмножини, що належать до заданого набору.  

Відповідність між множиною всіх булевих функцій від n  змінних і 

множиною всіх наборів підмножин n -елементної множини X  є бієктивною. 

Приклад 2.3 Набору { } { } { } { }{ }4321421312 ,,,,,,,,,, xxxxxxxxxx∅  підмножин 

множини ( )4321 ,,, xxxxX =  відповідає булева функція ( )4321 ,,, xxxxf  з вектором 

значень (1000100000100101). 

Оскільки, топологією на множині буде не всякий набір його підмножин, а 

тільки той, який задовольняє означення топології, то і не кожна булева функція 

описує топологію.  

В роботі [46] доведена наступна теорема 

Теорема 2.6 Сукупність підмножин n -елементної впорядкованої 

множини ( )nxxxX ,...,, 21=  задає топологію на даній множині тоді й лише тоді, 
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коли відповідна цьому набору булева функція ( )nxxxf ,...,, 21  належить 

перетину WNWPBi  , де 

𝐵𝐵𝑖𝑖 – множина біюнктивних функцій, для них існує кон'юнктивна 

нормальна форма, в якій кожна диз'юнкція містить рівно дві змінні, тобто має 

вигляд 

( )( ) ( )2
2

1
1

2
2

1
1

2
2

1
1

γγββαα
ttjjii xxxxxx ∨∨∨ 2 , 

 

де iii γβα ,,,   – булеві константи; 

𝑊𝑊𝑊𝑊 – множина слабододатних функцій, для них існує кон'юнктивна 

нормальна форма, в якій кожна диз'юнкція містить не більше однієї змінної з 

запереченням, тобто має вигляд  

 

( )( ) ( )
kkk tttjjjiii xxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨∨∨ 

111

γβα , 

 

де γβα ,,,   – булеві константи.  

𝑊𝑊𝑊𝑊 – множина слабовід'ємних функцій, для них існує кон'юнктивна 

нормальна форма, в якій кожна диз'юнкція містить не більше однієї змінної без 

заперечення, тобто має вигляд  

 

( )( ) ( )
kkk tttjjjiii xxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨∨∨ 

111

γβα ,  

 

де γβα ,,,   – булеві константи. 

Тобто булеві функції, які задають топології на множині X , є 

біюнктивними слабододатними та слабовід'ємними функціями. Вони можуть 

бути представлені у вигляді 2-КНФ, кожна диз'юнкція яких має вигляд ji xx ∨ , 

nji ,1, = . 
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Приклад 2.4 Булева функція ( ) ( )( )( )4341214321 ,,, xxxxxxxxxxf ∨∨∨=  

задає деяку топологію на скінченній множині, а булева функція 

( ) ( )( )3231321 ,, xxxxxxxf ∨∨=  - ні. 

Для перерахування 2-КНФ булевих функцій, які задають топології на 

скінченній множині, треба вміти записувати 2-КНФ булевої функції, 

наприклад, за її таблицею. 

Алгоритм побудови 2-КНФ булевої функції за таблицею 

Вхід: булева функція від n  змінних. 

Вихід: 2-КНФ заданої функції. 

Метод. 

а) виділяємо булеві вектори ( )inii xxx ,...,, 21 , ni ,1= , на яких булева 

функція приймає значення 0 ; 

б) фіксуємо пару елементів в першому булевому векторі, що 

задовольняють умову )(11 rjj xx +≠ , 1,1 −= nr . Якщо таких немає, то 

переходимо до другого булевого вектора; 

в) нехай зазначена в пункті б пара знайдена в s-тому булевому векторі. 

Підрахуємо число t пар ( )( )rjj xx +αα , , ns 2,=α  у виділених булевих векторах; 

г) складаємо диз'юнкцію ( )rjj xx +∨ , якщо 22 −= nt  і 0=sjx . Якщо 

22 −= nt  і 1=sjx , то складаємо диз'юнкцію 




 ∨ +rjj xx ; 

д) переходимо до пункту б) і фіксуємо іншу пару елементів, що 

задовольняють вказану нерівність.  

Алгоритм припиняє роботу, коли всі пари елементів будуть переглянуті. 

Кожну наступну диз’юнкцію поєднуємо з попередньою знаком кон’юнкції. 

Приклад 2.5 Побудуємо 2-КНФ булевої функції ( ) ( )11010101,, 321 =xxxf  

від трьох змінних. 

а) виділяємо булеві вектори, на яких булева функція приймає значення 0: 

( ) 00,1,0 =f , ( ) 00,0,1 =f , ( ) 00,1,1 =f ; 
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б) фіксуємо пару елементів в першому булевому векторі, що 

задовольняють умову 3231 xx ≠ ; 

в) підрахуємо кількість t пар ( )3231, xx  у виділених булевих векторах; 

г) 221 3
2 =≠= =

−
n

nt ; 

д) переходимо до пункту б) і фіксуємо іншу пару елементів: 3332 xx ≠ ; 

е) підрахуємо кількість t пар ( )3332 , xx  у виділених булевих векторах; 

3
222 =

−== n
nt . Оскільки 132 =x , то складаємо диз'юнкцію: ( )32 xx ∨ ; 

є) аналогічно виконуємо ці дії для інших пар та отримуємо наступну 2-

КНФ заданої булевої функції ( ) ( )( )3231321 ,, xxxxxxxf ∨∨= . 

У додатку 1 можна знайти програму, яка реалізує цей алгоритм. 

Крім цього алгоритму для написання 2-КНФ булевої функції можна 

використовувати інформацію про мінімальні околи елементів множини X , на 

якій задається топологія.  

Теорема 2.7 Нехай τ  - топологія на n -елементній множині X  з базою 

{ }nMMB ,, 1∅= . Якщо { }
siikk xxxM ,,,

1
= , то існує така 2-КНФ булевої 

функції, що задає топологію τ , яка містить кон'юнкцію вигляду 

( ) ( )
sikikk xxxx ∨∧∧∨= 

1
ϕ . Зокрема, якщо { }kk xM = , то 1≡kϕ . Обернено, 

якщо деяка 2-КНФ булевої функції, що задає топологію τ , має вигляд 

( ) ( )
sikik xxxx ∨∧∧∨= 

1
~ϕϕ , де 2-КНФ ϕ~  не містить kx , то має місце 

включення { } kiik Mxxx
s
⊆,,,

1
 . 

Доведення. Перенумеруємо елементи множини X  так, що мінімальний 

окіл { }skk xxxM ,,, 1 = . Тоді, для відповідної булевої функції виконуючими 

будуть вектори ( )nkks αααα ,,,1,,,1,,1,1 111  +−+ . На всіх цих наборах 

( ) ( ) 11 =∨∧∧∨= skkk xxxx ϕ , тобто kϕ  належить 2-КНФ. 

Обернено, нехай ( ) ( )skkk xxxx ∨∧∧∨= 1ϕ  належить 2-КНФ булевої 

функції  та  в  інших  диз'юнкціях  немає  kx .  Очевидно,  1=kϕ   на   наборах  
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( )nkkks ααααα ,,,,,,1,,1,1 111  +−+ , з яких тільки набори 

( )nkks αααα ,,,1,,,1,,1,1 111  +−+  відповідають підмножинам, які містять kx . 

Таким чином, { } kiik Mxxx
s
⊆,,,

1
 . Теорема доведена.  

Приклад 2.5  Нехай { } { } { } { } { }{ }532143213121 ,,,,,,,,,,,, xxxxxxxxxxxxB ∅=  – 

база топології на множині ( )54321 ,,,, xxxxxX = . Тоді її 2-КНФ має вигляд  

( )( )( )( )( )( )( )
)))) ()))) )))) ()))) )()

543

53525143424131

MMM

xxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨ , 

де iM  – мінімальний окіл елемента ix  й фігурними дужками об’єднані 

елементи 2-КНФ, які відповідають мінімальним околам елементів топології. 

Звернемо увагу на те, що одноелементні мінімальні околи не мають 

відповідних диз’юнкцій в 2-КНФ.  

Зауважимо, що від заданої 2-КНФ булевої функції, що описує топологію 

на скінченній множині, можна перейти до бази цієї топології.  

Розглянемо деякі властивості 2-КНФ булевих функцій, які задають 

топології на скінченній множині. Ці властивості будуть використані для 

розв’язання однієї з поставлених задач перерахування топологій на 4- і 5-

елементних множинах. 

В теорії булевих функцій розглядаються істотні та неістотні (фіктивні) 

змінні. Якщо булева функція ( )nxxxf ,, 1  задає топологію τ  на множині 

{ }nxxX ,,1 =  і змінна ix  - істотна змінна (або неістотна), то таким же терміном 

будемо називати відповідну точку топологічного простору ( )τ,X . Наступне 

твердження пов'язує ці поняття з поняттям гомеоморфних топологій. 

Теорема 2.8 Якщо топології 1τ  і 2τ  гомеоморфні, то їх 2-КНФ містять 

однакову кількість істотних змінних. 

Доведення. Будь-яка 0T -топологія обов'язково містить хоча б одну 

одноелементну відкриту множину [45]. Нехай в 1τ  такою множиною є { }ix , ix  – 

не істотна змінна [42]. За умовою 1τ  і 2τ  гомеоморфні, отже, існує 
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гомеоморфізм f  такий, що j

f

i xx →  і так як { } 1τ∈ix , то { } 2τ∈jx . За 

визначенням неістотної змінної { } 1\ τ∈ixX . Так як, j

f

i xx → , то 

{ } { }j
f

i xXxX \\ → , причому { }ixX \  є відкритою множиною в топології 1τ , 

отже, { }jxX \  також відкрита в топології 2τ , тобто { } 2\ τ∈jxX . Таким чином, 

за критерієм неістотності змінної змінна jx  є неістотною. Теорему доведено. 

Обернене не завжди має місце. 

Теорема 2.9 Нехай топологія τ  задається 2-КНФ виду 

( )( )kjji xxxxf ∨∨=j , де ϕ - деяка 2-КНФ, що належить перетину 

WNWPBi  . Тоді 2-КНФ ( )( )( )kikjji xxxxxxf ∨∨∨=′ j  також задає 

топологію τ . 

Доведення. Розглянемо кон'юнкцію ( )( )kjji xxxx ∨∨ . В область 

істинності цієї кон'юнкції входять наступні набори: 

 

( )nkkjji ααααααα ,...,,0,,...,,0,,...,,..., 11111 +−+− , 

( )nkjjii ααααααα ,...,,...,,1,,...,,1,,..., 11111 +−+− . 

 

 Оскільки кон'юнкція ( )( )( )kikjji xxxxxx ∨∨∨  на цих наборах також дорівнює 

1, то теорему доведено. 

Теорема 2.10 Булева функція ( )nxxxf ,,, 21 2  задає на множині 

( )nxxxX ,...,, 21=  близьку до дискретної топологію тоді й тільки тоді, коли її 2-

КНФ може бути зведена (при необхідності, після перенумерації змінних) до 

вигляду:  

а) ( )in

а

i
xx

n

∨∧
=1

, де 11 −≤≤ nаn . При цьому число істотних змінних функції 

дорівнює 1+nа ; 
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б) ( ) ( ) ( )ikinin xxxxxx ∨∧∧∨∧∨ +− 11  , де 21 −≤≤ nk  і ki ,1= . При 

цьому функція буде містити ( )1+− kn  істотних змінних; 

в) ( ) ( )jnin xxxx ∨∧∨ −1 , де 2,1 −= ni , 2,1 −= nj , ji ≠ . При цьому 

істотних змінних буде 4.  

Цю теорему можна знайти в роботі [46]. Вона в термінах 2-КНФ булевих 

функцій дає повне описання топологій близьких до дискретної на п-елементній 

множині. Нагадаємо, що формулювання та доведення цієї теореми за 

допомогою поняття вектора топології було в роботі [44]. 

 

Наприклад, при 4=n  за цією теоремою отримаємо, що класи близьких до 

дискретних топологій задаються наступними 2-КНФ:  

а) ( )( )( )434241 xxxxxx ∨∨∨  – 9-клас, всі змінні є істотними ; 

( )( )4241 xxxx ∨∨  – 10-клас, одна фіктивна змінна; 

( )41 xx ∨  – 12-клас, дві фіктивні змінні; 

б) ( )( )( )413121 xxxxxx ∨∨∨  – 9-клас, всі змінні є істотними ; 

( )( )4131 xxxx ∨∨  – 10-клас, одна фіктивна змінна; 

в) ( )( )4231 xxxx ∨∨  – 9-клас, всі змінні є істотними. 

 

Відмітимо, що задання топології за допомогою 2-КНФ не є однозначним. 

Тобто булева функція з перетину WNWPBi   може мати кілька 2-КНФ. В 

той же час, всі ці 2-КНФ можна перетворити до одного і того ж вигляду, а 

значить отримати 2-КНФ, яка вже буде єдиною для кожної топології. 

Означення 2.6 Максимальною 2-КНФ булевої функції, яка задає 

топологію, називається така 2-КНФ, яка має наступну властивість: 

якщо пара диз'юнкцій ji xx ∨  та kj xx ∨  входить у 2-КНФ, то диз'юнкція 

ki xx ∨ , де nkji ,1,, = , також входить у цю 2-КНФ. 

Приклад 2.6 Нехай задано булеву функцію f  та її 2-КНФ має вигляд  
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( )( )( )423221 xxxxxxf ∨∨∨= , 

 

тоді її максимальна 2-КНФ має вигляд  

 

( )( )( )( )( )4131423221 xxxxxxxxxxf ∨∨∨∨∨= . 

 

В область істиності булевої функції f  входять наступні 6 наборів: ( )0,0,0,1α  и 

( )43,,1,1 αα .  

Теорема 2.11 Нехай { }nMMB ,, 1∅=  - мінімальна база топології τ  і kϕ  

- кон’юнкція, яка відповідає мінімальному околу kM , nk ,1= . Тоді кон`юктивна  

нормальна форма k
n

k
ϕϕ

1=
∧=  є максимальною 2-КНФ. 

Доведення. Нехай 2-КНФ ϕ  записана за мінімальною базою 

{ }nMMB ,, 1∅= . Покажемо, що ϕ  є максимальною. Нехай у ϕ  одночасно 

входять диз’юнкції ji xx ∨  та kj xx ∨ . Це означає відповідно до теореми 2.7, 

що ji Mx ∈  та kj Mx ∈ . З означення мінімального околу маємо включення 

ji MM ⊂  та kj MM ⊂ , звідки випливає включення ki MM ⊂ , тобто ki Mx ∈ . З 

теореми 2.7 випливає, що у 2-КНФ ϕ  входить диз’юнкція ki xx ∨ . Згідно з 

означенням 2.6 2-КНФ ϕ  є максимальною, що і треба було довести. Теорема 

доведена. 

Зауваження 2.1 Якщо задано 2-КНФ булевої функції, що описує 

топологію на скінченній множині, то можна перейти до бази цієї топології. 

Наслідок 2.4 За максимальною 2-КНФ булевої функції, яка задає 

топологію на скінченній множині, однозначно визначаються мінімальні околи 

всіх її точок.  
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Доведення. Нехай k
n

k
ϕϕ

1=
∧=  - задана максимальна 2-КНФ. Позначимо 

символом K  множину, яка містить kx  та всі змінні, які входять в диз’юнкції з 

kx . За теоремою 2.7 маємо включення kMK ⊆ . Включення KM k ⊆  випливає 

з максимальності ϕ . Дійсно, з ki Mx ∈  випливає, що у ϕ  входить диз’юнкція 

ki xx ∨ , а це означає, що Kxi ∈ . Отже, kMK = . Якщо у ϕ  немає диз`юнкцій з 

kx , то { }kk xM = . Наслідок доведений.  

Приклад 2.7 Для максимальної 2-КНФ  

( )( )( )( )( )5352514231 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨=ϕ  

топології на п`ятиелементній множині мінімальна база топології має вигляд  

{ } { } { } { } { }{ }5321423121 ,,,,,,,,,, xxxxxxxxxxB ∅= . 

Наслідок 2.5 Кожна булева функція ( )nxx ,...,1ϕ , яка задає топологію на 

множині { }nxxX ,...,1= , має єдину максимальну 2-КНФ.  

Означення 2.7 2-КНФ 1ϕ  та 2ϕ , які задають топології на множині 

{ }nxxxX ,...,, 21= , називаються еквівалентними, якщо існує така бієкція 

XXf →: , що ( ) 21 ϕϕ =f . 

З теореми 2.11, наслідків з неї та означення 2.7 випливає, що топології 1τ  

та 2τ  гомеоморфні тоді й лише тоді, коли відповідні їм максимальні 2-КНФ 

еквівалентні. 

Зауваження 2.2 Для розв'язання задачі перерахування всіх 

негомеоморфних топологій достатньо розглядати лише одну з еквівалентних 2-

КНФ. 

Приклад 2.8 Нехай задані 2-КНФ виду ( )( )( )4232311 xxxxxx ∨∨∨=ϕ  і 

( )( )( )4132312 xxxxxx ∨∨∨=ϕ . Розглянемо біекцію f : 443321 ,, xxxxxx ↔↔↔  і 

застосуємо її до першої 2-КНФ, отримаємо ( ) ( )( )( )4132311 xxxxxxf ∨∨∨=ϕ , 
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тобто ( ) 21 ϕϕ =f . Таким чином, за означенням 2.7 2-КНФ 1ϕ  і 2ϕ  є 

еквівалентними. Отже, вони задають гомеоморфні топології.  

Теорема 2.12 Нехай топологія на n -елементній множині 

( )nxxxX ,...,, 21=  задається 2-КНФ виду ( )nxf ϕϕ ∧′= , де ( )nxϕ  – 2-КНФ, в 

якій кожна диз'юнкція містить елемент nx , ϕ′ – 2-КНФ, яка не містить 

диз'юнкцій з nx . Якщо з 2-КНФ ( )nxf ϕϕ ∧′=  видалити дужки, що містять 

елемент nx , то отримаємо 2-КНФ індукованої на множині { }nxX \  топології. 

Доведення. Як було зазначено в зауваженні 2.1 можемо перейти від 

заданої в твердженні 2-КНФ f  до бази відповідної топології. Нехай ця база на 

множині X  має вигляд: { }nn MMMB ,,,, 11 −∅=  , де iM  – мінімальний окіл 

елемента ix  і ( ) ( )ij Mxjiji ∉⇒<∀ :, . 

Знайдемо індуковану на множині { }nxX \  топологію. Для цього треба 

знайти сліди мінімальних околів з бази заданої топології. Отримаємо: 

{ }( ) 11 \ MxXM n =1 , так як множині { }nxX \  належить мінімальний окіл 

елемента 1x . Аналогічно, { }( ) 22 \ MxXM n = … { }( ) 11 \ −− = nnn MxXM 1 . 

Очевидно, { }( ) ∅=∅ nxX \  й { }( ) { }nnnn xMxXM \\ = . Таким чином, база 

індукованої топології має вигляд: { }11 ,,, −∅= nMMB  . Переходячи від бази 

індукованої топології до її 2-КНФ, отримаємо кон'юнкцію диз'юнкцій вигляду 

ji xx ∨ , nj ≠ . Теорему доведено. 

Наслідок 2.6 Якщо в 2-КНФ всі диз'юнкції містять елемент nx , то 

топологія на { }nxX \  є дискретною.  

Доведення. 2-КНФ булевої функції має вигляд ( )in

а

i
xx

n

∨∧
=1

, де 

11 −≤≤ nаn . Отже, базою цієї топології буде набір 

{ } { } { }{ }nn xxxxxx
n
,,...,,,,...,, 2111 α−∅ . Тоді, індукована на множині { }nxX \  

топологія має базу { } { }{ }11 ,...,, −∅ nxx , тобто є дискретною. Наслідок доведено. 
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У наступному розділі ми застосуємо модель топології за допомогою 2-

КНФ булевої функції для розпізнавання взаємно двоїстих та самодвоїстих 

топологій. 

 

2.3 Відношення порядку та топології на скінченній множині 
 

Між множиною топологій на скінченній множині та множиною всіх 

передпорядків на цій множині (тобто рефлексивних та транзитивних 

відношень) існує взаємнооднозначна відповідність. Її існування зводить задачі 

підрахунку або перерахування елементів однієї з цих множин до аналогічних 

задач для іншої множини. 

Для застосувань топологій на скінчених множинах важливу роль відіграє 

задача перерахування гомотопічних типів скінчених множин. На перший 

погляд здається, що у випадку топологій на скінченій множині мало ймовірним 

є застосування гомотопій або інших понять алгебраїчної топології. Але це 

зовсім не так. Як відмічається в роботі [25], «найважливішою особливістю 

скінчених топологій є те, що вони достатньо тісно пов’язані з «дійсними» 

просторами, якими цікавляться алгебраїчні топологи».  

Наведемо необхідні означення та теореми для описання цього підходу до 

класифікації топологій на скінченних множинах. Цей процес починається з 

уведення на скінченній множині структур порядку та зв’язності. Потім 

формулюються означення гомотопії неперервних відображень скінченних 

топологічних просторів та їх гомотопічна еквівалентність.  

Відношення передпорядку ρ  на скінченній множині 𝑋𝑋 з топологією τ  

можна ввести різними способами. Наприклад, в роботі [8] ( ) ρ∈yx,  тоді і 

тільки тоді, коли кожна відкрита множина, що містить х, містить також і у, 

тобто { }yx∈ , де { }y  є замиканням множини { }y  відносно топології τ . 

Обернено, для передпорядку ρ  на скінченній множині 𝑋𝑋 сукупність 

( ) ( ){ }UxUxXU ⊆∈∀⊆= ρτ | , де ( ) ( ){ }ρρ ∈= yxyx ,|  є топологією на 𝑋𝑋. Такі 

передпорядки та топологію називають відповідними. У роботі [26] 
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зазначається, що для класифікації скінченних топологічних просторів з 

точністю до гомотопічної еквівалентності достатньо класифікувати 0T -

простори з точністю до гомотопічної еквівалентності. 

Отже, розглянемо 0T -топологію на скінченній множині 𝑋𝑋. Позначимо 

символом 𝑀𝑀𝑥𝑥 мінімальний окіл точки 𝑥𝑥 з множини 𝑋𝑋. Сукупність мінімальних 

околів всіх елементів множини 𝑋𝑋 утворює мінімальну базу 0T -топології. 

Подальші міркування будемо проводити, користуючись ще одним означенням 

порядку на скінченній множині з топологією τ , в якому використовується 

поняття мінімальних околів: 

для будь яких Xyx ∈,  𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 якщо MyMx ⊆ . 

При цьому топологія τ  є 0T -топологією на 𝑋𝑋, якщо з 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 та 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥 

випливає 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦. Це означає, що відношення 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 на 𝑋𝑋 є рефлексивним, 

транзитивним та антисиметричним, тобто є відношенням часткового порядку. 

Означення зв’язності скінченного топологічного простору таке саме як і 

для будь-якого топологічного простору. При цьому легко отримати висновок:  

• Будь-який 𝑀𝑀𝑥𝑥 є зв’язним. 

Наявність відношення порядку дозволяє довести такі твердження: 

• Якщо 𝑋𝑋 зв’язний і 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋, то існує така послідовність точок 

𝑧𝑧𝑖𝑖 , 1 ≤  𝑖𝑖 ≤ 𝑠𝑠, що 𝑧𝑧1 = 𝑥𝑥, 𝑧𝑧𝑠𝑠 = 𝑦𝑦 і або 𝑧𝑧𝑖𝑖 ≤ 𝑧𝑧𝑖𝑖+1, або 𝑧𝑧𝑖𝑖+1 ≤ 𝑧𝑧𝑖𝑖 при 𝑖𝑖 < 𝑠𝑠. 

• Якщо 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦, то існує шлях 𝑝𝑝, що з’єднує 𝑥𝑥 та 𝑦𝑦. 

Скінченний простір зв’язний тоді й тільки тоді, коли він лінійно зв’язний. 

Далі розглядаємо неперервні відображення топологічних просторів та їх 

гомеоморфізми. Властивості неперервних відображень топологічних просторів 

та їх гомеоморфізмів також можна сформулювати в термінах частково 

впорядкованих множин. Наприклад, має місце твердження: 

• Якщо 𝑋𝑋, 𝑌𝑌 -скінченні, то функція YXf →:  є неперервною тоді й 

тільки тоді, коли вона зберігає порядок, тобто з yx ≤  в 𝑋𝑋 випливає 

( ) ( )yfxf ≤  в 𝑌𝑌. 
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Доведення цього твердження можна знайти в роботах [25, 41], в яких 

також доведено твердження: 

• Якщо 𝑋𝑋 - скінченний простір і 𝑓𝑓:𝑋𝑋 → 𝑋𝑋 є неперервною бієкцією, то то 

f є гомеоморфізмом. 

Нехай 𝑋𝑋 - будь-який топологічний простір, 𝐹𝐹 – скінченний топологічний 

простір, і 𝐹𝐹𝑋𝑋 - простір неперервних відображень з 𝑋𝑋 в 𝐹𝐹 з відкритою 

компактною топологією. Якщо XFgf ∈, , то говорять, що fg ≤ , якщо 

( ) ( ) Xxxfxg ∈∀≤  (поточковий порядок відображень на 𝐹𝐹𝑋𝑋). Якщо і 𝑋𝑋 і 𝐹𝐹 

скінченні, то поточковий порядок на 𝐹𝐹𝑋𝑋 співпадає з порядком, що задається 

компактною відкритою топологією [25]. 

Означення гомотопії, гомотопічно еквівалентних просторів, стягуваних 

топологічних просторів переноситься з алгебраїчної топології без змін. 

Гомотопією відображень 𝑓𝑓,𝑔𝑔 ∈ 𝐹𝐹𝑋𝑋 називають відображення ℎ:𝑋𝑋 × 𝐼𝐼 → 𝐹𝐹 

таке, що ℎ(𝑥𝑥, 0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) та ℎ(𝑥𝑥, 1) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥). Пишуть f ≃ g [34]. 

Два простори 𝑋𝑋 та 𝑌𝑌 гомотопічно еквівалентні, якщо існують 

відображення f : X → Y та g : Y → X такі, що g ◦ f ≃ idX й f ◦ g ≃ idY.  

Простір стягуваний, якщо він гомотопічно еквівалентний точці. 

Якщо простір 𝑋𝑋 містить таку точку y, що єдиною відкритою (або 

замкнутою) підмножиною множини 𝑋𝑋, що містить точку y, є сама множина 𝑋𝑋, 

то 𝑋𝑋 стягуваний. 

За означенням мінімільного околу точки скінченного топологічного 

простору, єдина відкрита підмножина множини 𝑀𝑀𝑥𝑥, яка містить 𝑥𝑥, є сама 

множина 𝑀𝑀𝑥𝑥. Тому має місце твердження: 

Якщо топологічний простір 𝑋𝑋 скінченний, то будь-який мінімальний окіл 

𝑀𝑀𝑥𝑥 стягуваний. 

Для застосувань топологій на скінчених множинах важливу роль відіграє 

задача перерахування гомотопічних типів скінчених множин, а також 

використання інших понять алгебраїчної топології.  

В роботах [26, 41] було показано, що  
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Будь-який скінченний симпліціальний комплекс слабко гомотопічно 

еквівалентний скінченному топологічному простору. 

Вперше цей результат був опублікований ще у 1937 році в роботі [1]. 

Отже, задача перерахування гомотопічних типів скінченних топологічних 

просторів настільки ж важлива, як і задача перерахування гомотопічних типів 

скінченних симпліціальних комплексів. Вказаний факт гомотопічної 

еквівалентності перетворює скінченні топологічні простори в інструмент для 

багатьох сучасних застосувань. Зокрема, вказані задачі тісно пов’язані з 

цифровою обробкою зображень на основі скінченних наборів спостережень, 

тобто намаганням зрозуміти вміст зображення на основі поняття близькості 

точок. 

 

2.4 Моделювання топологій графами 
 

Ідея використання графів для вивчення топологій на скінченних 

множинах застосовувалася неодноразово. У роботі [12] автор вирішував задачі 

перерахування усіх топологій на скінченних множинах за допомогою 

орієнтованих транзитивних графів.  

В цьому параграфі опишемо результати досліджень топологій на 

скінченних множиах, отримані з використанням графів спеціальго виду, які 

дослідники називають Т-колчанами. В роботі [45] запропоновано алгоритм 

побудови 𝑇𝑇-колчанів на довільній скінченній множині, досліджено їх 

властивості, сформульовано й доведено критерій 𝑇𝑇0-топології в термінах 𝑇𝑇 -

колчанів.  

Проводячи описані в цій дисертаційній роботі дослідження, ми 

неодноразово звертались до колчанів для перевірки своїх результатів і навіть 

для формування деяких ідей. Тому в цьому параграфі ми наведемо основні 

означення та теореми, а також деякі результати, пов’язані з колчанами. 

Розглянемо наступну відповідність між топологіями на скінченній 

множині та орієнтованими скінченними графами. 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B8%D0%BC%D0%BF%D0%BB%D1%96%D1%86%D1%96%D0%B9%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BA%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%81
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BA%D1%96%D0%BD%D1%87%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D1%82%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%B3%D1%96%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%96%D1%80


 52 

Нехай 𝜏𝜏𝑋𝑋 – топологія на скінченній множині Х. Поставимо у відповідність 

кожній відкритій множині з топології 𝜏𝜏𝑋𝑋 деяку вершину орієнтованого графа, а 

його стрілки (дуги) визначимо наступним чином. З вершини 𝑣𝑣𝑖𝑖 в вершину 𝑣𝑣𝑗𝑗 

веде стрілка, якщо множина 𝐴𝐴𝑖𝑖, що відповідає вершині 𝑣𝑣𝑖𝑖, є підмножиною 

множини 𝐴𝐴𝑗𝑗, яка відповідає вершині 𝑣𝑣𝑗𝑗, і для будь-якого 𝐴𝐴 ∈ 𝜏𝜏𝑋𝑋 включення 

𝐴𝐴𝑖𝑖 ⊂  𝐴𝐴 ⊂ 𝐴𝐴𝑗𝑗 не виконано [45]. 

Колчан, який відповідає деякій топології на скінченній множині 𝑋𝑋, 

будемо називати 𝑇𝑇 -колчаном на множині 𝑋𝑋 і говорити, що топологія задається 

𝑇𝑇 -колчаном. 

Приклад 2.9 Топологія {∅,𝑎𝑎,𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎} на множині 
 

 𝑋𝑋 = {𝑎𝑎,  𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑} задається 𝑇𝑇 -колчаном (рис. 2.1). 

Розглянемо питання про побудову 𝑇𝑇 -колчанів топологій на довільній 

скінченній множині.  

Теорема 2.13 Колчан, зображений на рис. 2.2, є 𝑇𝑇 -

колчаном. Нехай побудовано 𝑇𝑇 -колчан 𝑄𝑄𝐴𝐴 на множині 𝐴𝐴 й 

𝐵𝐵 ∩  𝐴𝐴 = ∅. З будь-якої вершини 𝐿𝐿 𝑇𝑇 -колчана 𝑄𝑄𝐴𝐴 добудуємо 

стрілку в нову вершину, яка відповідає 𝐿𝐿 ∪ 𝐵𝐵. З цієї нової 

вершини добудовуємо підграф, ізоморфний підграфу 𝑇𝑇 -колчана 𝑄𝑄𝐴𝐴 з витоком у 

вершині 𝐿𝐿. Всі відповідні вершини обох підграфів з’єднуємо стрілками. Цей 

колчан буде 𝑇𝑇 -колчаном на множині 𝑋𝑋 = 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 [45]. 

Описаним в цій теоремі способом можна отримати 𝑇𝑇-колчани всіх 

топологій на довільній скінченній множині.  

 
  

 

  

Рис. 2.1 

Рис. 2.2 
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Далі наведемо деякі властивості 𝑇𝑇 -колчанів 𝑇𝑇0-топологій. 

Будемо говорити, що вершина 𝑇𝑇 -колчана є вершиною 𝑘𝑘-того рівня, якщо 

простий ланцюг з витоку до цієї вершини має довжину 𝑘𝑘. Вершина, яка 

відповідає порожній множині, буде вершино. нульового рівня. Рівень стока 𝑇𝑇 -

колчана будемо називати рівнем 𝑇𝑇 -колчана. Якщо рівень стока дорівнює 𝑛𝑛, то 

такий 𝑇𝑇 -колчан будемо називати 𝑛𝑛 -рівневим. 

Теорема 2.14 Вершини 𝑘𝑘 -того рівня 𝑇𝑇 -колчана довільної 𝑇𝑇0-топології 

відповідають k -елементним відкритим множинам [45]. 

Наслідок 2.7 Якщо 𝜏𝜏 – 𝑇𝑇0-топологія на 𝑛𝑛 -елементній множині 𝑋𝑋, то для 

будь-якого 𝑘𝑘, 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 в ній існує 𝑘𝑘 -елементна множина. 

Наслідок 2.8 Для будь-якої нетривіальної відкритої 𝑘𝑘 -елементної 

множини в 𝑇𝑇0-топології на 𝑛𝑛 -елементній множині існує (𝑘𝑘 + 1)-елементна 

відкрита множина, яка містить цю 𝑘𝑘 -елементну множину, а також існує 

�𝑘𝑘 −  1�-елементна відкрита множина, яка міститься в ній. 

Теорема 2.15 (Критерій 𝑻𝑻𝟎𝟎-топології) Топологія на 𝑛𝑛 -елементній 

множині є 𝑇𝑇0-топологією тоді й тідьки тоді, коли їй відповідає 𝑛𝑛 -рівневий 𝑇𝑇 -

колчан [45]. 

Одним із отриманих в роботі [47] результатів є узагальнення результатів, 

сформульованих у наступній теоремі, з використанням 𝑇𝑇 -колчанів. 

Теорема 2.16 [39] Для 𝑛𝑛 ≥ 5 мають місце співвідношення: 
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де 𝑇𝑇(𝑛𝑛,𝑚𝑚) - число 𝑚𝑚-елементних топологій на 𝑛𝑛-елементній множині, 

(𝑛𝑛)т =  𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)⋯ (𝑛𝑛 −𝑚𝑚 + 1) – символ Похгаммера. 

В роботі [47] наведено зображення T -колчанів топологій з класів з 

теореми R. Stanley при 𝑛𝑛 = 4. Топології 3 ⋅ 2𝑛𝑛−2-класа зображаються 𝑇𝑇-

колчанами одного виду (рис. 2.3). Топології 5 ⋅ 2𝑛𝑛−3-класа зображаються 𝑇𝑇-

колчанами двох видів. Один з них зображено на рис. 2.4, другий можна 

отримати з нього переорієнтацією всіх стрілок. Топології 9 ⋅ 2𝑛𝑛−4-класа 

зображаються 𝑇𝑇 -колчанами трьох видів. Два з них зображено на рис. 2.5, третій 

отримується з 𝑇𝑇 -колчана на рис. 2.5 а) переорієнтацією всіх стрілок. 

 

 

Топології 17 ⋅ 2𝑛𝑛−5-класа можливі, починаючи тільки з 𝑛𝑛 = 5. Для 

п’ятиелементної множини вони зображаються 𝑇𝑇-колчанами двох видів: 𝑇𝑇-

колчан першого виду будується з чотиривимірного куба добудовою з його 

стоку однієї стрілки, а другий вид 𝑇𝑇-колчана отримується з першого 

переорієнтацією стрілок.  

Рис. 2.4 Рис. 2.3 Рис. 2.5 
а) б) 
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Використання T -колчанів дозволило не тільки отимати такі ж результати 

як і в теоремі R. Stanley, але й сформулювати більш загальні твердження. 

Теорема 2.17 Для будь-якого 𝑘𝑘 ≠ 3 топологія на 𝑛𝑛 -елементній множині, 

в якій 2𝑛𝑛−1 + 2𝑛𝑛−1−𝑘𝑘елементів, індукує дискретну топологію на деякій (𝑛𝑛 − 1)-

елементній множині [47]. 

Теорема 2.18 [47] Для 𝑛𝑛 > 𝑘𝑘 ≥ 1:  
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Це твердження узагальнює формули (2.1) з теореми R. Stanley.  

Дослідження топологій за допомогою 𝑇𝑇 -колчанів виявилось ефективним 

для описання структури топологій, підрахунку кількості негомеоморфних 

топологій в окремих классах, підрахунку кількості всіх топологій в тому чи 

іншому класі. Очевидно, що для дослідження топологій з достатньо великою 

кількістю відкритих множин цей інструмент не буде ефективним. 

 

2.5 Топології на скінченній множині та (0,1)-матриці 
 

Будемо розглядати топології на скінченній впорядкованій множині 

𝑋𝑋 =  (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛). В роботі [3] було запропоновано кожній топології ставити 

у відповідність (0,1)-матрицю порядку п.  

Означення 2.8 Точкою дотикання називається така точка 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 в 

топологічному просторі 𝑋𝑋, що будь-який її окіл має непорожній перетин з 𝐴𝐴. 

Множина всіх точок дотикання утворює замикання множини 𝐴𝐴. 
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Зауваження 2.3 На скінченній множині для того, щоб знайти замикання 

деякої множини, достатньо розглядати лише базу, яка складається з 

мінімальних околів всіх елементів.  

Теорема 2.19 Для того, щоб матриця �𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖�, де ni ≤≤1  , nj ≤≤1  

відповідала деякій топології на 𝑋𝑋, необхідно й достатньо виконання наступних 

умов:  

 

1=ijσ , якщо ji xx ∈ , 

0=ijσ  в іншому випадку.                                   (2.3)  

 

(Тут 𝑥̄𝑥𝑗𝑗 позначає замикання одноточкової множини {𝑥𝑥𝑗𝑗} в заданій топології). 

Знайдемо зв'язок (0,1)-матриці, що задає топологію 𝜏𝜏 на 𝑋𝑋, з набором 

мінімальних околів елементів цієї топології. Нехай, в i -тому рядку матриці 𝜎𝜎 

1,...,1,1
21

===
kiririr σσσ , решта нулі. З 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑟𝑟1 = 1 випливає 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑥̄𝑥𝑟𝑟1, тобто ix  є 

точкою дотикання множини �𝑥𝑥𝑟𝑟1�, звідки { } ∅≠
1ri xM 1 . Отже, ir Mx ∈

1
. 

Аналогічно, із 1
2
=irσ  отримаємо 𝑥𝑥𝑟𝑟2 ∈ 𝑀𝑀𝑖𝑖 тощо. Отже, { }

krrii xxxM ,...,,
1

⊇ . З 

іншого боку, розглянемо елемент 𝑥𝑥𝑝𝑝 з 𝑀𝑀𝑖𝑖. Очевидно, має місце включення 

𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈  𝑥̄𝑥𝑝𝑝. Тоді 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1. Тобто, робимо висновок, що i -тий рядок (0,1)-матриці 

відповідає мінімальному околу елемента 𝑥𝑥𝑖𝑖. Таким чином, якщо маємо 

матрицю, яка задає деяку топологію, то можемо отримати базу цієї топології, 

яка складається з мінімальних околів всіх елементів.  

Якщо записати матрицю за правилом (2.3), то в ній обов’язково будуть 

виконуватися властивості: 

 

а) 1=iiσ  при всіх ni ,...,1=  і 

б) якщо 1=irσ  і 1=rjσ , то 1=ijσ .                           (2.4) 
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Перша властивість очевидна. Доведемо другу властивість, 

використовуючи мінімальні околи елементів: 





∈
∈

⇒




∈
∈

⇒




=
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ri

rj

ir

Mx
Mx

xx
xx ,,

1
,1

σ
σ

⇒ 1=⇒∈⇒∈ ijjiij xxMx σ . 

Легко переконатись, що матриця 



















=

1000
1100
0110
1101

σ  не відповідає жодній 

топології на множині ( )4321 ,,, xxxxX = . Рядкам цієї матриці відповідають 

підмножини { }4311 ,, xxxM = , { }322 , xxM = , { }433 , xxM = , { }44 xM = . Отримана 

сукупність { } { } { } { }{ }44332431 ,,,,,,,, xxxxxxxxB ∅=


 не є базою ніякої топології на 

X . Дійсно, перетин { } { }4332 ,, xxxx   дорівнює { }3x , але { } Bx


∉3 .  

Матриці 𝜎𝜎 називають сітками, а порядок матриці – порядком сітки. На 

множині всіх сіток 𝜎𝜎 фіксованого порядку 𝑛𝑛 симетрична група 𝑆𝑆𝑛𝑛 підстановок 

діє за правилом  

 

( ) ( ) ( )jiij ππ
π σσ ,= , nS∈π , 

 

де 𝜋𝜋 - деяка підстановка. 

Означення 2.9 Дві сітки 𝜎𝜎 і 𝜏𝜏 називаються подібними, якщо 𝜏𝜏 = 𝜎𝜎𝜋𝜋, де 

nS∈π .  

Доведено [3], що сітки 𝜎𝜎 й 𝜏𝜏 подібні тоді й лише тоді, коли відповідні їм 

топології на 𝑋𝑋 гомеоморфні. 

Наступну теорему теж сформульовано в статті [3]. Тут ми пропонуємо її 

доведення за допомогою використання поняття мінімальних околів елементів.  

Теорема 2.20 Сітка 𝜎𝜎 визначає Т0-топологію на 𝑋𝑋 (є 0Т -сіткою) тоді і 

лише тоді, коли 0=jiijσσ  при ji ≠  (тобто коли для різних 𝑖𝑖 та 𝑗𝑗 хоча б один з 

елементів ijσ  або jiσ  дорівнює нулю). 
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Доведення. Припустимо супротивне. Нехай ( ji,∃ ) 11 =∧= jiij σσ . Тоді 

маємо такі рівносильності. 

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⇔ ji MM = .  

Остання рівність визначає включення { } iji Mxx ⊆,  і { } jji Mxx ⊆, , тобто 

жодна з точок ix , jx  не має околу, в який не входить інша точка. Отже, σ  

визначає не 0Т -топологію. Отримали протиріччя. Теорема доведена.  

Теорема 2.21 Будь-яка 0Т -сітка подібна трикутній сітці (з нулями під 

головною діагоналлю) [3]. 

Нехай ( )mpp ,...,1  - впорядкована послідовність натуральних чисел, для 

яких npp m =++ ...1 . Таку послідовність (при 1≥m ) називають розбиттям 

натурального n . Запишемо сітку σ  порядку n  як клітинну матрицю  
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22221
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,                                     (2.5) 

в якій на перетині i -тої горизонтальної та j -тої вертикальної смуг стоїть 

клітина ijσ  з ip  рядками та jp  стовпцями. Будемо говорити, що ця клітинна 

матриця відповідає розбиттю ( )mpp ,...,1 . 

Клітину ijσ  називають невиродженою, якщо в ній немає нульових 

стовпців, тобто в кожному її стовпці є хоча б одна одиниця.  

Означення 2.10 Сітка σ  порядку n  називається V -сіткою, якщо при 

деякому розбитті ( )mpp ,...,1  числа n  в клітинній матриці (2.5) усі клітини ijσ

ji > , розміщені під головною діагоналлю, нульові, всі діагональні клітини iiσ  є 

одиничними матрицями та всі клітини ijσ , ji <  вище головної діагоналі 

невироджені. Розбиття ( )mpp ,...,1  називається також типом V -сітки σ . 

В роботі [3] сформульовано наступні властивості V -сітей. 
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Лема 2.5 Якщо V -сітки σ  і τ  подібні, тобто πστ = , то вони мають 

однаковий тип ( )mpp ,...,1 . 

Лема 2.6   Будь-яка 0Т -сітка подібна деякій V -сітці. 

Приклад 2.10 Нехай на множині ( )54321 ,,,, xxxxxX =  задано не трикутну 

0Т -сітка 
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σ . За допомогою підстановки 
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1π  отримаємо  

подібну їй 0Т -сітку 

 

, яка є V -сіткою типу ( )3,2 .  

Далі отримаємо 0Т -сітку 2σ , подібну 𝑉𝑉 -сітці 1σ , за допомогою підстановки  









=

54312
54321

2π

 

 

, яка також є 𝑉𝑉 -сіткою типу ( )3,2 . 

Число всіх V -сіток фіксованого типу ( )mpp ,...,1  позначимо через 

( )mppV ,...,1 . Якщо 1=m , то 𝑉𝑉 -сітка співпадає з одиничною матрицею, в цьому 

випадку ( ) 1=nV . 

Нехай pe  та qe  - одиничні матриці порядків p  та q  відповідно, і нехай 𝑎𝑎 

– довільна ( qp× )-матриця з елементами 0 та 1 








q

p

e
ae

0
. 
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Для того, щоб матриця була 𝑉𝑉 -сіткою типу ( )qp,  необхідно, щоб клітина 𝑎𝑎 

була невиродженою. Оскільки кожен з 𝑝𝑝 елементів кожного стовпця матриці 𝑎𝑎 

можна вибрати двома способами, але варіант з усіма нулями нас не 

задовольняє, то кількість варіантів для кожного стовпця складає 2𝑝𝑝 − 1. Отже 

має місце формула  

 

( ) ( )qpqpV 12, −= .                                             (2.6) 

 

Доведемо лему про кількість розбиттів натурального числа 𝑛𝑛. 

Лема 2.7  Кількість різних розбиттів натурального числа 𝑛𝑛 дорівнює 12 −n . 

Доведення. Дійсно, цей факт можна аргументувати наступним чином. 

Задача про кількість способів розбиття 𝑛𝑛 на 𝑘𝑘 доданків рівносильна задачі 

знаходження кількості натуральних розв’язків рівняння kppn ++= ...1 . Якщо 

маємо один доданок, тобто 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1, то кількість натуральних розв’язків 

дорівнює 10
1 =−nC . Якщо 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2, то число натуральних розв’язків рівняння 

дорівнює 1
1−nC . Дійсно, між n  одиницями існує 𝑛𝑛 − 1 місць, на кожному з яких 

можна поставити «+», тоді отримаємо натуральний розв’язок ( )21, pp , де 1p  - 

кількість одиниць зліва від «+», а 2p  - справа. І так далі до випадку 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛, який 

дає 1
1
−
−

n
nC  натуральних розв’язків рівняння npp n =++ ...1 . Далі, додаємо всі ці 

числа і отримуємо 11
1

2
1

2
1

1
1

0
1 2... −−

−
−
−−−− =+++++ nn

n
n
nnnn CCCCC . Лема доведена. 

Теорема 2.22 Число всіх 0Т -топологій на n -елеметній множині 

обчислюється за формулою  

 

( )
( )

( )m
pp m

ppV
pp

nnТ
m

,...,
!!

!
1

,..., 1
0

1

∑ ⋅⋅⋅
= ,                               (2.7) 

 



 61 

де ( )mppV ,...,1  – число всіх V -сіток типу ( )mpp ,...,1 , mppn ++= ...1 , а 

підсумовування ведеться по всім 12 −n  розбиттям натурального n  на 

впорядковані суми натуральних доданків 1,,...,1 ≥mpp m  [5]. 

За формулою (2.7) в роботі [4] підраховано всі помічені топології на 𝑛𝑛-

елементній множині для 𝑛𝑛 ≤ 10. 

 

2.6 Зв’язок між різними моделями топологій на скінченній множині 
 

В цьому розділі розглянемо зв’язок між моделями топологій у вигляді 

(0,1)-матриць спеціального вигляду та у вигляді максимальних 2-КНФ. При 

цьому зауважимо на тісному зв’язку між 2-КНФ та упорядкованими наборами 

( )nMMM ,...,, 21  мінімальних околів елементів заданої упорядкованої 

скінченної множини ( )nxxxX ,...,, 21= , за якими миттєво можна перейти до 

векторів топологій. Вони теж будуть з’являтись в цьому аналізі. 

Відмітимо, що поняття подібності сіток (при моделюванні топологій 

(0,1)-матрицями спеціального вигляду) аналогічне поняттю еквівалентності 2-

КНФ булевих функцій, які задають топологію, причому підстановка nS∈π , яка 

перетворює сітку σ  у подібну сітку τ  і є бієкцією f , яка перетворює 2-КНФ у 

еквівалентну їй 2-КНФ.  

Для 4-елементної множини випишемо 2-КНФ, які відповідають V -сіткам 

всіх можливих типів. 

У відповідності до [5] (0,1)-матриця ( )ijσ , де nji ≤≤ ,1 , відповідає деякій 

топології на X  (в такому випадку цю матрицю називають сіткою, а її порядок – 

порядком сітки) тоді й тольки тоді, коли виконуються наступні умови:  

1) 1=ijσ , якщо ji xx ∈ , 2) 0=ijσ  в іншому випадку 

(Тут символом jx  позначено замикання точки jx  з X  в заданій топології). 

Нехай, в i -тому рядку матриці 1,...,1,1
21

===
kiririr σσσ , решта нулі. З 

1
1
=irσ  випливає 

1ri xx ∈ , звідки { } ∅≠
1ri xM 1 . Отже, ir Mx ∈

1
. Аналогічно, із 
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1
2
=irσ  отримаємо ir Mx ∈

2
, тощо. Отже, { }

krrii xxxM ,...,,
1

⊇ . З іншого боку, 

для елемента px  з iM  має місце очевидне включення pi xx ∈ . Тоді 1=ipσ . 

Таким чином, i -тий рядок (0,1)-матриці відповідає мінімальному околу 

елемента ix .  

Знайдений зв’язок дозволив довести деякі властивості сіток з 

використнням мінімальних околів. Зокрема, такі властивості сіток: 

1) 1=iiσ  при всіх ni ,...,1= ,  

2)  якщо 1=irσ  і 1=rjσ , то 1=ijσ , 

3)  Сітка σ  визначає 0Т -топологію на X  (є 0Т -сіткою) тоді і лише тоді, 

коли 0=jiijσσ  при ji ≠ . 

Приклад 2.11 Розглянемо матрицю 𝜎𝜎 = �

1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0
1 1 1 1

�, яка задає 

топологію 𝜏𝜏1 на множині 𝑋𝑋 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4). База цієї топології, яка складається 

з мінімальних околів всіх елементів, має вигляд 

𝐵𝐵1 =  �∅, {𝑥𝑥1}, {𝑥𝑥2}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥3}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4}�. За допомогою підстановки 

𝜋𝜋 =  �1 2 3 4
3 4 1 2� отримаємо подібну матрицю 𝜎𝜎𝜋𝜋 = �

1 0 1 0
1 1 1 1
0 0 1 0
0 0 0 1

�, яка 

задає топологію 𝜏𝜏2 на 𝑋𝑋. Сукупність 𝐵𝐵2 = �∅, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥3}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4}, {𝑥𝑥3}, {𝑥𝑥4}� є 

базою топології 𝜏𝜏2. Далі, можемо написати 2-КНФ 𝜙𝜙1 та 𝜙𝜙2 за мінімальними 

базами топології: 𝜙𝜙1 = (𝑥𝑥1 ∨ 𝑥̄𝑥3)(𝑥𝑥1 ∨ 𝑥̄𝑥4)(𝑥𝑥2 ∨ 𝑥̄𝑥4)(𝑥𝑥3 ∨ 𝑥̄𝑥4), 

𝜙𝜙2 =  �𝑥𝑥3 ∨  𝑥̄𝑥1��𝑥𝑥1 ∨  𝑥̄𝑥2�(𝑥𝑥3 ∨ 𝑥̄𝑥2)(𝑥𝑥4 ∨ 𝑥̄𝑥2). За допомогою бієкції 

𝑓𝑓:𝑥𝑥1 ↔  𝑥𝑥3, 𝑥𝑥2 ↔ 𝑥𝑥4 отримаємо 𝑓𝑓(𝜙𝜙1) = 𝜙𝜙2, звідки випливає еквівалентність 2-

КНФ 𝜙𝜙1 та 𝜙𝜙2. Отже, топології 𝜏𝜏1та 𝜏𝜏2 є гомеоморфними. Зауважимо,  що 

зазначена бієкція 𝑓𝑓 визначається підстановкою 𝜋𝜋. 

Знайдемо числа всіх можливих 𝑉𝑉 -сіток та для відповідного розбиття 

кількість Т0-топологій на 4-елементній множині: 
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а) ( ) 14 =V . Число Т0-топологій для такого розбиття дорівнює 1. Такому 

розбиттю відповідає матриця, яка є зображенням дискретної топології.  

б) V -сітки з розбиттям ( )1,3  відповідає матриця 

 

, тобто 

 

𝑎𝑎 = �
•
•
•
�, де на порожніх місцях можуть стояти 0 та 1 так, щоб відповідна 

клітина була невиродженою. Число таких 𝑉𝑉 -сіток за формулою (2.6) дорівнює 

( ) 7121,3 3 =−=V . Число 0Т -топологій для розбиття ( )1,3  за формулою (2.7) 

дорівнює ( ) 28741,3
!1!3

!4
=⋅=

⋅
V . Випишемо всі 2-КНФ по заданим семи 

матрицям. Маємо 2-КНФ виду ( )14 xx ∨ , якщо 















=

0
0
1

a ; ( )( )2414 xxxx ∨∨ , якщо 
















=

0
1
1

a ; ( )( )( )342414 xxxxxx ∨∨∨ , якщо 















=

1
1
1

a ; ( )24 xx ∨ , якщо 















=

0
1
0

a ; 

( )( )3424 xxxx ∨∨ , якщо 















=

1
1
0

a ; ( )34 xx ∨ , якщо 















=

1
0
0

a ( )( )3414 xxxx ∨∨ , якщо 
















=

1
0
1

a . 

в) V -сітки  з  розбиттям   ( )3,1   відповідає   

матриця 

 

.    Тут 

 

( ) ( ) 1123,1
31 =−=V . Число 0Т -топологій для такого розбиття дорівнює 

( ) 4143,1
!3!1

!4
=⋅=

⋅
V . Випишемо 2-КНФ по заданій матриці.  
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Маємо ( )( )( )121314 xxxxxx ∨∨∨ . 

г) V -сітки  з  розбиттям  ( )2,2   відповідає  

матриця 

 

,     де 

 

𝑎𝑎 = �• •
• •�. Число таких V -сіток ( ) ( ) 9122,2

22 =−=V . Число 0Т -топологій для 

такого розбиття ( ) 54962,2
!2!2

!4
=⋅=

⋅
V . Випишемо всі 2-КНФ по заданим 

дев’яти матрицям. Маємо 2-КНФ виду ( )( )2324 xxxx ∨∨ , якщо 𝑎𝑎 = �0 0
1 1�;

( )( )2314 xxxx ∨∨ , якщо 𝑎𝑎 = �0 1
1 0�; ( )( )( )232414 xxxxxx ∨∨∨ , якщо 

𝑎𝑎 = �0 1
1 1�; ( )( )1314 xxxx ∨∨ , якщо 𝑎𝑎 = �1 1

0 0�; ( )( )2413 xxxx ∨∨ , якщо 

𝑎𝑎 =  �1 0
0 1� ; ( )( )( )241314 xxxxxx ∨∨∨ , якщо 𝑎𝑎 = �1 1

0 1� ; 

( )( )( )232413 xxxxxx ∨∨∨ , якщо 𝑎𝑎 = �1 0
1 1�; ( )( )( )231314 xxxxxx ∨∨∨ , якщо 

𝑎𝑎 =  �1 1
1 0� та ( )( )( )( )23241314 xxxxxxxx ∨∨∨∨ , якщо 𝑎𝑎 = �1 1

1 1�. 

д) 𝑉𝑉 -сітки з розбиттям ( )1,1,2  відповідає матриця 

 

 Тут 

 

𝑎𝑎 = �•
•�,  𝑏𝑏 = �•

•�. За формулою  ( ) pp

r

rrpV −+=









11,...,1, , 0≥r , яка наведена в 

статті [3], обчислимо число 𝑉𝑉 -сіток з розбиттям ( )1,1,2 . Маємо 

( ) ( ) 52121,1,2 22 =−+=V . Число Т0-топологій для такого розбиття 

( ) 605121,1,2
!1!1!2

!4
=⋅=

⋅⋅
V . Клітини 𝑎𝑎 та 𝑏𝑏 можуть мати вигляд 








=

1
0

a  і 







=

1
0

b , 

тоді відповідна 2-КНФ має вигляд ( )( )( )342324 xxxxxx ∨∨∨ . Якщо 







=

1
0

a  і 
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







=

1
1

b , тоді 2-КНФ має вигляд ( )( )( )( )34232414 xxxxxxxx ∨∨∨∨ ; 







=

0
1

a  і 









=

0
1

b , матриці, з такими клітинами 𝑎𝑎 і 𝑏𝑏 відповідає 2-КНФ 

( )( )( )341314 xxxxxx ∨∨∨ ; 







=

0
1

a  і 







=

1
1

b , 2-КНФ має вигляд 

( )( )( )( )34241314 xxxxxxxx ∨∨∨∨ ; 







=

1
1

a  і 







=

1
1

b , матриці, з такими клітинами 

𝑎𝑎 і 𝑏𝑏 відповідає 2-КНФ ( )( )( )( )( )3423241314 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨ . Інші пари 

клітин не можуть належати даній матриці, тому що в такому випадку не 

виконується властивість 2) з умов (2.4). Покажемо на прикладі мінімальних баз, 

що інші 4 пари клітин 𝑎𝑎 і 𝑏𝑏 неможливі. Розглянемо клітини 







=

1
0

a , 







=

0
1

b  і 

випишемо мінімальні околи всіх елементів. Отримаємо { }411 , xxM = , 

{ }322 , xxM = , { }433 , xxM = , { }44 xM = . Але сукупність 

{ } { } { } { }{ }4433241 ,,,,,,, xxxxxxxB ∅=


 не є мінімальною базою ніякої топології, так 

як перетин { } { }4332 ,, xxxx   дорівнює { }3x , а { } Bx


∉3 . Тобто, матриця з такими 

клітинами не задає топологію. Тепер розглянемо клітини 







=

0
1

a  і 







=

1
0

b , 

мінімальні околи { }311 , xxM = , { }422 , xxM = , { }433 , xxM = , { }44 xM = . 

Сукупність { } { } { } { }{ }4434231 ,,,,,,, xxxxxxxB ∅=


 не є мінімальною базою ніякої 

топології, оскільки перетин { } { }4331 ,, xxxx 1  дорівнює { }3x , але { } Bx


∉3 . 

Аналогічно для клітин 







=

1
1

a  і 







=

0
1

b . Сукупність 

{ } { } { } { }{ }44332431 ,,,,,,,, xxxxxxxxB ∅=


, як і в попередніх випадках не є 

мінімальною базою ніякої топології, оскільки перетин{ } { }4332 ,, xxxx   

дорівнює { }3x , а { } Bx


∉3 . І нарешті для останньої пари клітин 







=

1
1

a  і 







=

1
0

b  
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сукупність { } { } { } { }{ }44343231 ,,,,,,,, xxxxxxxxB ∅=


 не є мінімальною базою ніякої 

топології, оскільки перетин{ } { }43231 ,,, xxxxx 1  дорівнює { }3x , а { } Bx


∉3 . Таким 

чином, для того, щоб матриця, що відповідає V -сітці з розбиттям ( )1,1,2 , 

задавала деяку топологію, пари клітин 𝑎𝑎 і 𝑏𝑏 повинні мати перші 5 виглядів.  

е) V -сітки з розбиттям ( )1,2,1  відповідає матриця 

 

 Тут 

𝑎𝑎 = �•
•�. Якщо 








=

0
1

a , тоді 2-КНФ має вигляд ( )( )( )( )24121314 xxxxxxxx ∨∨∨∨ ; 

якщо 







=

1
0

a , відповідна 2-КНФ ( )( )( )( )34121314 xxxxxxxx ∨∨∨∨ ; 







=

1
1

a , 

матриці, з такою клітиною 𝑎𝑎 відповідає 2-КНФ 

( )( )( )( )( )3424121314 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨ . Таким чином, число V -сіток з таким 

розбиттям дорівнює 3, тобто ( ) 31,2,1 =V . 

Число 0Т -топологій для розбиття ( )1,2,1  дорівнює ( ) 363121,2,1
!1!2!1

!4
=⋅=

⋅⋅
V . 

є) V -сітки з розбиттям ( )2,1,1  відповідає матриця 

 

Бачимо, 

 

що число V -сіток з таким розбиттям дорівнює 1. Число 0Т -топологій для 

розбиття ( )2,1,1  дорівнює ( ) 121122,1,1
!2!1!1

!4
=⋅=

⋅⋅
V . Відповідна такій матриці 2-

КНФ має вигляд ( )( )( )( )( )2324121314 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨ . 

ж) V -сітки з розбиттям ( )1,1,1,1  відповідає матриця 

 

Число 
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V -сіток з розбиттям ( )1,1,1,1  дорівнює 1. Число 0Т -топологій для такого 

розбиття дорівнює ( ) 241241,1,1,1
!1!1!1!1

!4
=⋅=

⋅⋅⋅
V . 2-КНФ, яка відповідає даній 

матриці має вигляд ( )( )( )( )( )( )342324121314 xxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨ . 

Тепер знаходимо число всіх Т0-топологій на 4-елементній множині 

( ) 2192412366054428140 =+++++++=Т .  

Це число співпадає з наведеним в онлайн-енциклопедїї цілочислових 

послідовностей.  

Використовуючи ці та інші властивості сіток та їх зв’язок з наборами 

мінімальних околів (базами топологій), ми перерахували всі можливі сітки Т0-

топологій на 4-елементній множині та знайшли загальну кількість Т0-топологій 

та число 355 всіх топологій на цій множині за відомою формулою з роботи [10].  
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РОЗДІЛ 3. ДОСЛІДЖЕННЯ ТОПОЛОГІЙ НА n -ЕЛЕМЕНТНІЙ 

МНОЖИНІ З ВАГОЮ  

 

3.1 Перерахування топологій на 𝒏𝒏-елементній множині, які узгоджені 

з топологіями близькими до дискретної на (𝒏𝒏 − 𝟏𝟏)-елементній множині, та 

підрахунок їх ваги 
 

Зрозуміло, що топології на множинах ( )121`1 ,...,, −= nxxxX  та 

( )nn xxxxX ,,...,, 121 −=  пов’язані між собою. Наприклад, якщо 1Xτ  - топологія 

на множині 1X , то після додавання до набору 1Xτ  множини 𝑋𝑋 отримаємо набір, 

який є топологією на множині Х. Дослідимо зв’язок між топологіями на 

множинах 𝑋𝑋1 та 𝑋𝑋 більш детально. Це допоможе нам вивчити питання про 

кількість та структуру топологій з вагою ( ]12 2,2 −−∈ nnτ .  

Ми зазначали, що топології на п-елементній множині з вагою 12 −> nτ , які 

називають топологіями близькими до дискретної, повністю досліджені. 

Зрозуміло, що цей факт варто використати для дослідження топологій на п-

елементній множині з меншою вагою. Тут ми зосередимось на топологіях з 

вагою 12 22 −− ≤< nn τ . І, звісно, пам’ятаємо, що достатньо досліджувати лише 

0Т -топології, на чому неодноразово наголошувалось. Основним інструментом в 

цьому дослідженні буде модель 0Т -топології за допомогою вектора топології. 

Нагадаємо, що послідовність невід’ємних цілих чисел ( )nααα ,...,, 21  є 

вектором деякої 0Т -топології на 𝑛𝑛 -елементній множині тоді й лише тоді, коли 

вона задовольняє умовам 

1. 1+≤ ii αα , 1,1 −= ni , 

2. 1−≤ iiα , ni ,1= . 

12 22 −− ≤< nn k
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Кожному вектору, що має вказані властивості обов’язково відповідає 

деяка 0Т -топологія. Крім того, таку топологію достатньо легко описати, тому 

що вектор топології визначає її мінімальну базу. 

Нехай 𝑋𝑋 – скінченна множина і Xτ  – топологія на ній. Множина 𝐴𝐴 з Xτ  

називається максимальною в Xτ , якщо 𝐴𝐴 не міститься ні в якій іншій множині з 

Xτ , окрім самої множини 𝑋𝑋. Множина 𝑋𝑋 у цьому випадку називається охопною 

[44]. 

Нагадаємо, що топологія на підмножині може бути індукованою 

топологією на самій множині. Розглянемо тут обернену задачу – відновлення 

топологій на множині по заданій на підмножині топології. Наведемо необхідні 

формальні означення та твердження.  

Означення 3.1 Нехай задано множини 𝐴𝐴, 𝑋𝑋, 𝐴𝐴 ⊂ 𝑋𝑋, і топологію Aτ . 

Будемо відновлювати всі такі топології на множині 𝑋𝑋, в яких множина 𝐴𝐴 є 

максимальною і які індукують на множині 𝐴𝐴 топологію Aτ  (в цьому випадку 

топологію Aτ  і відповідні топології на 𝑋𝑋 будемо називати узгодженими) [44].  

Теорема 3.1 Якщо на множині 𝐴𝐴 задана топологія, то будь-яка топологія 

на охопній множині 𝑋𝑋 (узгоджена з топологією на 𝐴𝐴) отримується наступним 

чином. Обираємо будь-яку відкриту множину AL τ∈  і кожен елемент з Aτ , який 

містить в собі 𝐿𝐿, об’єднуємо з 𝐵𝐵 = 𝑋𝑋\𝐴𝐴. До отриманої системи множин додаємо 

всі елементи Aτ  [44]. 

Зауваження 3.1 У випадку 0Т -топологій множина 𝐵𝐵 завжди буде 

одноелементною. 

Для обчислення ваги топологій введемо поняття рівнів топології. 

Означення 3.2 Нехай топологія τ  на п-елементній множині 𝑋𝑋 узгоджена 

з топологією Aτ  на (п-1)-елементній множині XA⊂ . Різницю 𝜏𝜏\𝜏𝜏𝐴𝐴 множин 

елементів цих топологій будемо називати другим рівнем топології τ , а 

топологію Aτ  - першим рівнем топології τ . 
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З теореми 3.1 випливає, що до другого рівня топології τ  належать всі 

можливі об’єднання 𝐿𝐿 ∪ 𝐵𝐵 для AL τ∈ . У випадку, коли описана в теоремі 3.1 

процедура повторюється кілька разів, будемо отримувати кілька рівнів 

топології. Наприклад, якщо 0Т -топологія τ  на 6-елементній множині 𝑋𝑋 індукує 

на 3-елементній множині 𝐴𝐴 ⊂ 𝑋𝑋 топологію Aτ , то топологія τ  має 4 рівні.  

Розкриємо смисл поняття рівнів топології, уведенного в попередньому 

означенні, для способу представлення топології вектором. Кожна 0Т -топологія 

τ  на п-елементній множині Х є узгодженою з деякою 0Т -топологію 𝜏𝜏𝐴𝐴2 на 

(𝑛𝑛 − 1)-елементній множині 𝐴𝐴2 = {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1} X⊂ , яка в свою чергу узгоджена 

з деякою Т0-топологію 𝜏𝜏𝐴𝐴1 на (𝑛𝑛 − 2)-елементній множині 𝐴𝐴1 ⊂ 𝐴𝐴2 і так далі 

поки не отримаємо Т0-топологію, узгоджену з деякою дискретною топологією. 

За означенням 3.2 різниця кожної пари послідовних топологій визначає рівень 

топології. Першим рівнем 0Т -топології τ  на п-елементній множині Х будемо 

називати елементи дискретної топології. Якщо 0Т -топологія τ  задається 

вектором, то її перший рівень визначається елементами нульового індексу.  

Приклад 3.1 0Т -топологія τ  з вектором (0, … ,0,𝛼𝛼𝑛𝑛−1,𝛼𝛼𝑛𝑛) має 3 рівні. 

Перший рівень містить елементи дискретної топології 𝜏𝜏𝐴𝐴1 на (𝑛𝑛 − 2)-

елементній множині 𝐴𝐴1 = {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−2} X⊂ . Позначимо символом 𝜏𝜏𝐴𝐴2 

узгоджену з 𝜏𝜏𝐴𝐴1 топологію на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині 𝐴𝐴2 ⊃ 𝐴𝐴1, вона має 

вектор (0, … ,0,𝛼𝛼𝑛𝑛−1). Різниця 𝜏𝜏𝐴𝐴2\𝜏𝜏𝐴𝐴1 визначає другий рівень топології 𝜏𝜏. 

Аналогічно, різниця 𝜏𝜏\𝜏𝜏𝐴𝐴2 визначає третій рівень топології 𝜏𝜏.  

Означення 3.3 Топології τ  і τС , де τС  – сукупність доповнень до 

елементів топології τ , будемо називати взаємно двоїстими. 

Очевидно, що взаємно двоїсті топології мають однакову вагу. 

Теорема 3.2 Для топології з вектором ( )nn αααα ,,...,, 121 −  існує більш 

сильна топологія з вектором ( )1,,...,, 121 −− nn αααα  (в останньому записі при 

необхідності треба змінити порядок чисел для виконання умови впорядкування) 

[44]. 
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Формулювання наступної теореми 3.3 з роботи [44] ми наводимо тут з 

використанням поняття двоїстої топології. Це жодним чином не змінює її зміст, 

але зручніше для цього розділу. 

Теорема 3.3 На 𝑛𝑛-елементній множині X  при 4≥n  топологія τ  є 

близькою до дискретної (тобто має вагу 12 −> nτ ) тоді й лише тоді, коли: 

1) вектор топології має вигляд ( ) ( )nv ατ ,0,,0 = , 11 −≤≤ nnα  або 

топологія є двоїстою до топології з таким вектором. В кожному випадку 

nnn ατ −−− += 11 22 . 

2) вектор топології має вигляд ( ) ( )1,1,0,...,0=τv , де ∅=− nn MM  . При 

цьому 41 22 −− += nnτ . 

Означення 3.4 Будемо називати 0Т -топологією індексу 𝛼𝛼𝑛𝑛 близьку до 

дискретної топологію на 𝑛𝑛-елементній множині з вектором (0, … ,0,𝛼𝛼𝑛𝑛), де 

1 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1. 

Спочатку розглянемо Т0-топології індексу 1 на (𝑛𝑛 − 1)-елементній 

впорядкованій множині {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}. З ними будуть узгоджені Т0-топології з 

векторами (0, … ,0,1,𝛼𝛼𝑛𝑛), 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1 на 𝑛𝑛-елементній впорядкованій 

множині 𝑋𝑋 = {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛}. Вага кожної такої топології на множині Х належить 

проміжку ]2,2( 12 −− nn . Обмеження знизу очевидне, оскільки індукована на 

(𝑛𝑛 − 2)-елементній підмножині {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−2} топологія є дискретною. Верхня 

оцінка випливає з леми 2.2 з урахуванням теореми 3.2.  

Для детальнішого вивчення структури таких топологій та знаходження 

точного значення їх ваги почнемо з конкретного прикладу. 

Розглянемо Т0-топологію 𝜏𝜏 з вектором (0, … ,0,1,3). Індуковану нею Т0-

топологію з вектором (0, … ,0,1) позначимо символом 𝜏𝜏′. Покажемо, що вага 

топології 𝜏𝜏 більша за 3 ∙ 2𝑛𝑛−3. Будемо для визначеності вважати, що 

мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 в топології 𝜏𝜏′ має вигляд 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}. 

Мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛 в топології 𝜏𝜏 містить чотири елементи. При 

𝑛𝑛 ≥  5 можливі два випадки: 
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1) 𝑀𝑀𝑛𝑛 = �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑛𝑛�, 𝑗𝑗 = 2,𝑛𝑛 − 2����������, тобто 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛. В цьому випадку 

відкриті множини, які містять підмножину �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑗𝑗�, належать лише 

другому рівню топології 𝜏𝜏′. 

2) 𝑀𝑀𝑛𝑛 = �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑛𝑛�, де 𝑗𝑗,𝑘𝑘 = 2,𝑛𝑛 − 2���������� і 𝑗𝑗 ≠ 𝑘𝑘, тобто 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥1}, 

причому відкриті множини в топології 𝜏𝜏′, які містять підмножину �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘�, 

належать як першому, так і другому рівням.  

Якщо ж 𝑛𝑛 ≥ 6, то стає можливим ще один вигляд мінімального околу 

елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛, а саме 

3) 𝑀𝑀𝑛𝑛 = �𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑛𝑛�, де 𝑗𝑗 ≠ 𝑘𝑘 ≠ 𝑚𝑚 = 2,𝑛𝑛 − 2����������, тобто 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅, 

причому відкриті множини в топології τ′, які містять підмножину �𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑚𝑚�, 

належать як першому, так і другому рівням.  

У випадку 1) для ваги |𝜏𝜏| топології 𝜏𝜏 отримаємо 

|𝜏𝜏| =  2𝑛𝑛−2 +  2𝑛𝑛−3 +  𝑔𝑔({𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑗𝑗}). Глибина 𝑔𝑔({𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑗𝑗}) множини 

{𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑗𝑗} у топології 𝜏𝜏′ дорівнює числу 2𝑛𝑛−4 відкритих множин у другому 

рівні, що містять двоелементну підмножину �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑗𝑗� у першому рівні. Отже, 

|𝜏𝜏| =  2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−3 + 2𝑛𝑛−4 = 14 ∙ 2𝑛𝑛−5 > 3 ∙ 2𝑛𝑛−3.  

У випадку 2) маємо |𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−3 + 𝑔𝑔({𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘}). Кількість 

відкритих множин в топології  𝜏𝜏′, які містять трьохелементну підмножину 

{𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘}, дорівнює сумі двох доданків – числа 2𝑛𝑛−5 відкритих множин у 

першому рівні, які містять {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘}, і числа 2𝑛𝑛−5 відкритих множин у другому 

рівні, які містять {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘}. Таким чином, 

|𝜏𝜏| =  2𝑛𝑛−2 +  2𝑛𝑛−3 +  2𝑛𝑛−5 +  2𝑛𝑛−5 = 14 ∙ 2𝑛𝑛−5.  

У випадку 3) треба обчислити 𝑔𝑔({𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑚𝑚}), причому цей випадок 

можливий для 𝑛𝑛 ≥ 6. В дискретній топології на {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−2} рівно 2𝑛𝑛−5 

елементів містять підмножину �𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑚𝑚�. Крім цього, в топології 𝜏𝜏′ у другому 

рівні ще 2𝑛𝑛−6 відкритих множин містять підмножину �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1�, тому 

що така ж кількість відкритих множин містять чотирьохелементну підмножину 
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�𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑚𝑚� у першому рівні. Загальна кількість елементів в топології 𝜏𝜏 

становить |𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−3 + 2𝑛𝑛−5 + 2𝑛𝑛−6 = 27 ∙ 2𝑛𝑛−6 > 3 ∙ 2𝑛𝑛−3.  

Розглянутий приклад легко узагальнюється на випадок будь-якої 

топології з вектором (0, … ,0,1,𝛼𝛼𝑛𝑛). Сформулюємо відповідну теорему. 

Теорема 3.4 Топології на 𝑛𝑛-елементній множині з векторами 

(0, … ,0,1,𝛼𝛼𝑛𝑛), де 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1 або вектором (0, … ,0,2,2) при 𝑛𝑛 ≥ 5 мають 

вагу |𝜏𝜏| > 3 ∙ 2𝑛𝑛−3.  

Доведення. Для доведення теореми достатньо повторити наведені в 

попередньому прикладі міркування з тією різницею, що замість глибини 

трьохелементної множини нас цікавитиме глибина 𝛼𝛼𝑛𝑛-елементної множини. 

При цьому при будь-якому 𝑛𝑛 ≥ 5 випадок 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛 можливий для кожного 

2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1, випадок 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥𝑖𝑖} можливий для кожного 

2 ≤  𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤  𝑛𝑛 − 2. В обох випадках отримаємо топології з вагою 

 

|𝜏𝜏| = 3 ∙ 2𝑛𝑛−3 + 2𝑛𝑛−1−𝛼𝛼𝑛𝑛.                                         (3.1) 

 

При будь-якому 𝑛𝑛 ≥ 6 можливий також випадок 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅ для кожного 

2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 3, а для ваги отримуємо формулу  

 

|𝜏𝜏| = 3 ∙ (2𝑛𝑛−3 + 2𝑛𝑛−3−𝛼𝛼𝑛𝑛).                                      (3.2) 

 

Знайдемо вагу топології з вектором (0, … ,0,2,2). Вага індукованої на 

множині {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1} топології  𝜏𝜏′ з вектором (0, … ,0,2) дорівнює 

2𝑛𝑛−2 +  2𝑛𝑛−4. Розглянемо узгоджені з нею топології з вектором (0, … ,0,2,2). на 

множині {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛}. Можливі три випадки: 

1) 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}, 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑛𝑛}; 

2) 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}, 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥𝑛𝑛}; 

3) 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}, 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥𝑛𝑛}. 
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У випадку 1) глибина 𝑔𝑔({𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2}) дорівнює 2 2𝑛𝑛−4, тому 

|𝜏𝜏| =   2𝑛𝑛−2 +  2𝑛𝑛−4 + 2 ∙ 2𝑛𝑛−4 = 14 ∙ 2𝑛𝑛−5. У випадку 2) маємо 

|𝜏𝜏| =  2𝑛𝑛−2 +  2𝑛𝑛−4 + 𝑔𝑔({𝑥𝑥1, 𝑥𝑥3})=2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−5 = 13 ∙ 2𝑛𝑛−5. У 

випадку 3), що можливий для 𝑛𝑛 ≥ 6, глибина 𝑔𝑔({𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4}) дорівнює 2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−6, 

тому |𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−6 = 25 ∙ 2𝑛𝑛−6. 

Твердження теореми перевіряється безпосередньо з використанням 

знайдених значень ваги. Теорему доведено. 

З теореми випливає, що вектори (0, … ,0,1,𝛼𝛼𝑛𝑛), 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1 і 

(0, … ,0,2,2) визначають всі класи 𝑇𝑇0-топологій з вагою |𝜏𝜏| > 3 ∙ 2𝑛𝑛−3, які 

знайдено в роботах Stanley [39] та Kolli [17]. 

Послідовність для ваги 𝑇𝑇0-топологій з векторами (0, … ,0,1,𝛼𝛼𝑛𝑛), 

2 ≤  𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤  𝑛𝑛 − 1 та (0, … ,0,2,2) при 𝑛𝑛 ≥ 5 має вигляд 

(3 ∙ 2𝑛𝑛−3 + 20), (3 ∙ 2𝑛𝑛−3 + 21), (3 ∙ 2𝑛𝑛−3 + 3 ∙ 20), (3 ∙ 2𝑛𝑛−3 + 22), …⏟ ,
21−1

 

(3 ∙ 2𝑛𝑛−3 + 3 ∙ 21), …⏟ ,
21−1

(3 ∙ 2𝑛𝑛−3 + 23), …⏟ ,
22−1

(3 ∙ 2𝑛𝑛−3 + 3 ∙ 22), …⏟ ,
22−1

 

(3 ∙ 2𝑛𝑛−3 + 24), … ,49 ∙ 2𝑛𝑛−7, …⏟ ,
2𝑛𝑛−8−1

99 ∙ 2𝑛𝑛−8, …⏟ ,
2𝑛𝑛−8−1

25 ∙ 2𝑛𝑛−6, …⏟ ,
2𝑛𝑛−7−1

 

51 ∙ 2𝑛𝑛−7, …⏟ ,
2𝑛𝑛−7−1

13 ∙ 2𝑛𝑛−5, …⏟ ,
2𝑛𝑛−6−1

27 ∙ 2𝑛𝑛−6, …⏟ ,
2𝑛𝑛−6−1

 

14 ∙ 2𝑛𝑛−5, …⏟ ,
2𝑛𝑛−5−1

15 ∙ 2𝑛𝑛−5, …⏟ , 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛−5−1

, 

де під фігурними дужками вказано кількість класів, в яких немає жодної 

топології. 

Далі розглянемо дві теореми про вигляд векторів 𝑇𝑇0-топологій, які 

визначають класи 𝑇𝑇0-топологій, розглянуті в роботі [18]. Вага цих топологій 

належить множині [5 ∙ 2𝑛𝑛−4, 3 ∙ 2𝑛𝑛−3] . 

Теорема 3.5 При 𝑛𝑛 ≥ 5 топології на 𝑛𝑛-елементній множині з векторами 

(0, … ,0,2,𝛼𝛼𝑛𝑛), 3 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1 або вектором (0, … ,0,3,3) мають вагу  

5 ∙ 2𝑛𝑛−4 < |𝜏𝜏| ≤ 3 ∙ 2𝑛𝑛−3.  
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Доведення теореми 3.5 зводиться до підрахунку ваги топології, як і у 

прикладі топології з вектором (0, … ,0,1,3), а також у теоремі 3.4. Відмінність 

полягає в тому, що індукованою є топологія індексу 2 на (𝑛𝑛 − 1)-елементній 

множині, тому її вага дорівнює числу 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−4. Наведемо лише результати. 

Нехай вектор топології має вигляд (0, … ,0,2,𝛼𝛼𝑛𝑛). При 𝑛𝑛 ≥ 5 для кожного 

3 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1 при умові 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛 і для кожного 3 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 2 при умові 

𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = �𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗� вага 

 

|𝜏𝜏| = 5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−1−𝛼𝛼𝑛𝑛.                                       (3.3) 

 

При 𝑛𝑛 ≥ 6 для кожного 3 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 3 при умові 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥𝑖𝑖} вага 

 

|𝜏𝜏| = 5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 3 ∙ 2𝑛𝑛−3−𝛼𝛼𝑛𝑛.                                  (3.4) 

 

При 𝑛𝑛 ≥ 7 для кожного 3 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 4 при умові 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅ вага 

 

|𝜏𝜏| = 5 ∙ (2𝑛𝑛−4 + 2𝑛𝑛−4−𝛼𝛼𝑛𝑛).                                   (3.5) 

 

Вага топології з вектором (0, … ,0,3,3) при  𝑛𝑛 ≥ 5 дорівнює 11 ∙ 2𝑛𝑛−5, при 

𝑛𝑛 ≥ 6  - 21 ∙ 2𝑛𝑛−6, при 𝑛𝑛 ≥ 7 - 41 ∙ 2𝑛𝑛−7, при 𝑛𝑛 ≥ 8 вага є числом 81 ∙ 2𝑛𝑛−8. 

Безпосереднє порівняння знайдених чисел з границями вказаного в 

теоремі проміжку завершує її доведення. 

Аналогічним чином може бути доведена  

Теорема 3.6 Топологія з вектором (0, … ,0,3,4) на 𝑛𝑛-елементній множині 

при 𝑛𝑛 ≥ 5 має вагу |𝜏𝜏| = 5 ∙ 2𝑛𝑛−4, якщо 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛 або 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = �𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘�, 

 𝑖𝑖, 𝑗𝑗,𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛 − 2����������. 
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Зауваження 3.2 Для топологій з вектором (0, … ,0,3,4) можливі ще три 

випадки для мінімальних околів 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 і 𝑀𝑀𝑛𝑛: 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = �𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗�, 

𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩  𝑀𝑀𝑛𝑛 =  {𝑥𝑥𝑖𝑖},  𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅. Але в кожному з них топологія має вагу 

|𝜏𝜏| < 5 ∙ 2𝑛𝑛−4. 

З теорем 3.5 та 3.6 випливає, що вектори (0, … ,0,2,𝛼𝛼𝑛𝑛), 3 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1, 

(0, … ,0,3,3) і (0, … ,0,3,4) визначають всі класи 𝑇𝑇0-топологій з вагою 

|𝜏𝜏| ≥  5 ∙  2𝑛𝑛−4, які знайдено в роботі Kolli [18]. 

Послідовність для ваги 𝑇𝑇0-топологій з векторами (0, … ,0,2,𝛼𝛼𝑛𝑛), 

3 ≤  𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤  𝑛𝑛 − 1, (0, … ,0,3,3) і (0, … ,0,3,4) (останній для випадків 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛 і 

𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = �𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑘𝑘�) має вигляд 

5 ∙ 2𝑛𝑛−4, (5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 20), (5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 21), 

(5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 21 + 20), (5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 22), 

(5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 22 + 20), (5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 22 + 21), …⏟ ,
21−1

(5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 23), …⏟ ,
21−1

 

(5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 23 + 21), …⏟ ,
21−1

(5 ∙ 2𝑛𝑛−4 + 23 + 22), … ,83 ∙ 2𝑛𝑛−8, …⏟ ,
2𝑛𝑛−8−1

 

21 ∙ 2𝑛𝑛−6, …⏟ ,
2𝑛𝑛−8−1

85 ∙ 2𝑛𝑛−8, …⏟ ,
2𝑛𝑛−8−1

43 ∙ 2𝑛𝑛−7, …⏟ ,
2𝑛𝑛−7−1

11 ∙ 2𝑛𝑛−5, …⏟ ,
2𝑛𝑛−7−1

 

45 ∙ 2𝑛𝑛−7, …⏟ ,
2𝑛𝑛−7−1

23 ∙ 2𝑛𝑛−6, …⏟ ,
2𝑛𝑛−6−1

12 ∙ 2𝑛𝑛−5, 

де під фігурними дужками вказано кількість класів, в яких немає жодної 

топології. 

Зображення топологій векторами дозволяє продовжити описання й тих 

топологій, яких не було у вказаних публікаціях Stanley та Kolli. Наступна 

теорема є узагальненням розглянутих вище теорем. Розглянемо 𝑇𝑇0-топології з 

векторами (0, … ,0,𝛼𝛼𝑛𝑛−1,𝛼𝛼𝑛𝑛), 1 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛−1 ≤ 𝑛𝑛 − 2, 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1, всі вони є 

узгодженими з близькими до дискретної топології з вектором (0, … ,0,𝛼𝛼𝑛𝑛−1). 

Вага кожної такої топології належить множині ]2,2( 12 −− nn . 

Теорема 3.7 При 𝑛𝑛 ≥ 5 топології на 𝑛𝑛-елементній множині з векторами 

(0, … ,0,𝛼𝛼𝑛𝑛−1,𝛼𝛼𝑛𝑛), 3 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛−1 ≤ 𝑛𝑛 − 2, 4 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1 мають вагу  
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2𝑛𝑛−2 < |𝜏𝜏| < 5 ∙ 2𝑛𝑛−4. При цьому для 𝛼𝛼𝑛𝑛−1 = 3 і 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 4 розглядаються лише 

випадки, зазначенні в зауваженні 3.2. 

Доведення. Згідно з теоремою 3.3 0Т -топології індексу 𝛼𝛼𝑛𝑛−1 на (𝑛𝑛 − 1)-

елементній множині 𝑀𝑀 = {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1} мають вагу 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛−1. 

Позначимо 𝛼𝛼𝑛𝑛−1 = 𝑠𝑠 і 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 𝑘𝑘, причому 𝑠𝑠 < 𝑘𝑘. Нехай для визначеності 

мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 дорівнює 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}. 

Розглянемо всі можливі випадки перетину мінімальних околів елементів 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 і 

𝑥𝑥𝑛𝑛.  

Випадок 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛 можливий при будь-якому 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1. 

Мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛 має вигляд 

𝑀𝑀𝑛𝑛 =  {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠−1, 𝑥𝑥𝑠𝑠, 𝑥𝑥𝑠𝑠+1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛}. У першому рівні немає 

відкритих множин, які містять  𝑘𝑘-елементну підмножину 

{𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠−1, 𝑥𝑥𝑠𝑠, 𝑥𝑥𝑠𝑠+1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}. У другому рівні глибина 

𝑔𝑔({𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠−1, 𝑥𝑥𝑠𝑠, 𝑥𝑥𝑠𝑠+1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}) дорівнює 2𝑛𝑛−2−(𝑘𝑘−1) = 2𝑛𝑛−1−𝑘𝑘. Отже, 

отримаємо  

 

|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛−1 + 2𝑛𝑛−1−𝛼𝛼𝑛𝑛.                            (3.6) 

 

Можливі ще 𝑠𝑠 + 1 випадків, в яких |𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛| може бути числом від 0 

до 𝑠𝑠. 

Наприклад, якщо |𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛| = 𝑠𝑠 − 1, тобто 

𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩  𝑀𝑀𝑛𝑛 =  {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠−1} (це можливо при будь-якому 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 3), то 

мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛 дорівнює 

𝑀𝑀𝑛𝑛 =  {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠−1, 𝑥𝑥𝑠𝑠+1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑘𝑘+1, 𝑥𝑥𝑛𝑛}. У першому рівні кількість відкритих 

множин, які містять 𝑘𝑘-елементну підмножину {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠−1, 𝑥𝑥𝑠𝑠+1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑘𝑘+1} 

дорівнює 2𝑛𝑛−2−𝑘𝑘, у другому рівні таких відкритих множин 

2𝑛𝑛−2−(𝑘𝑘+1) =  2𝑛𝑛−3−𝑘𝑘. Глибина 𝑔𝑔({𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠−1, 𝑥𝑥𝑠𝑠+1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑘𝑘+1}) дорівнює 

2𝑛𝑛−2−𝑘𝑘 + 2𝑛𝑛−3−𝑘𝑘. Отже,  
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|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛−1 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛−3−𝛼𝛼𝑛𝑛.          (3.7) 

 

Виконаємо підрахунок в загальному випадку, коли |𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛| = 𝑠𝑠 − 𝑝𝑝, 

де 𝑝𝑝 = 0, 𝑠𝑠����. Мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛 дорівнює 

𝑀𝑀𝑛𝑛 =  �𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠−𝑝𝑝, 𝑥𝑥𝑠𝑠+1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘+𝑝𝑝, 𝑥𝑥𝑛𝑛�. Глибина 𝑘𝑘-елементної підмножини 

𝑔𝑔(�𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑠𝑠−𝑝𝑝, 𝑥𝑥𝑠𝑠+1, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘+𝑝𝑝�) дорівнює 2𝑛𝑛−2−𝑘𝑘 + 2𝑛𝑛−2−(𝑘𝑘+𝑝𝑝). Отже, 

 

|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛−1 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑝𝑝.          (3.8) 

 

Обмеження |𝜏𝜏| > 2𝑛𝑛−2 для формули (3.8) очевидне, оскільки індукована 

на (𝑛𝑛 − 2)-елементній підмножині {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−2} топологія має 2𝑛𝑛−2 відкритих 

множин, а в топологіях з вектором (0, … ,0,𝛼𝛼𝑛𝑛−1,𝛼𝛼𝑛𝑛) їх принаймні ще дві. 

Перевіримо обмеження |𝜏𝜏| < 5 ∙ 2𝑛𝑛−4. Для цього оцінимо різницю 

𝛿𝛿1 =  2𝑛𝑛−2 +  2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛−1 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑝𝑝 − 5 ∙ 2𝑛𝑛−4 = 2𝑛𝑛−4 ∙ (22−𝛼𝛼𝑛𝑛−1 +

22−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 22−𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑝𝑝 − 1). Найбільше значення ваги для цих топологій буде при 

𝛼𝛼𝑛𝑛−1 = 3, 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 4 і 𝑝𝑝 = 1, оскільки при таких же 𝛼𝛼𝑛𝑛−1, 𝛼𝛼𝑛𝑛 і 𝑝𝑝 = 0, маємо умови 

теореми 3.6. Таким чином, 𝛿𝛿1 ≤ 2𝑛𝑛−4 ∙ (22−3 + 22−4 + 22−4−1 − 1) < 0, що і 

треба було довести. Аналогічно перевіряються обмеження для формули (3.6). 

Теорему доведено. 

 

На данний момент ми розглянули всі 0Т -топології, узгоджені з близькими 

до дискретної 0Т -топологіями індексу α𝑛𝑛−1 на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині. 

Якщо згадати про три можливі типи векторів близьких до дискретної топологій 

з теореми 2.5, то розглянуто лише перший з цих типів. 

Близькі до дискретної топології з теореми 2.5, які визначаються вектором 
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топологіями другого типу, а топології з вектором ( ) ( )1,1,0,...,0=τv , де 

∅=− nn MM   – топологіями третього типу.  

Розглянемо спочатку Т0-топології на 𝑛𝑛-елементній множині, узгодженні з 

топологіями третього типу на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині. Всі вони задаються 

векторами (0, … ,0,1,1,𝛼𝛼𝑛𝑛), де 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = ∅ і 1 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1. 

Теорема 3.8 Топології на 𝑛𝑛-елементній множині з векторами 

(0, … ,0,1,1,𝛼𝛼𝑛𝑛), де 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = ∅ та 1 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1, мають вагу 

9 ∙  2𝑛𝑛−5 <  |𝜏𝜏| < 2𝑛𝑛−1. Топології з такими векторами потрапляють у класи, які 

визначаються топологіями, узгодженими з близькими до дискретних індексу 

𝛼𝛼𝑛𝑛, де 1 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 3. 

Доведення. Згідно з теоремою 3.3 0Т -топології з вектором (0, … ,0,1,1), 

де 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = ∅, на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині 𝑀𝑀 = {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1} мають 

вагу 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−5. Нехай 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 𝑘𝑘 і для визначеності мінімальні околи елементів 

𝑥𝑥𝑛𝑛−2 та 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 дорівнюють 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2} та 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = {𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}. Розглянемо 

всі можливі випадки перетину мінімальних околів елементів 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 та 𝑥𝑥𝑛𝑛. 

Повторюючи міркування в доведенні теореми 3.7, знайдемо вагу топології для 

кожного з випадків. 

Перший випадок, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅ та 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅, можливий для 

1 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 5, 𝑛𝑛 ≥ 6. Мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛 має вигляд 

𝑀𝑀𝑛𝑛 =  {𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘+2, 𝑥𝑥𝑛𝑛}. Вага топології в цьому випадку дорівнює 

 

|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−5 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛−5−𝛼𝛼𝑛𝑛.                (3.9) 

 

Порівняємо дану формулу з формулами попередніх теорем. При 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 1 

вага дорівнює |𝜏𝜏| = 27 ∙ 2𝑛𝑛−6. Цей результат збігається з формулою (3.2) при 

𝛼𝛼𝑛𝑛 = 3. Таким чином, топології з вектором (0, … ,0,1,1,1) при умові 

𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩  𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅ і 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅ потрапляють у той самий клас що й топології 

з вектором (0, … ,0,1,3). При 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 2 формула (3.9) дає |𝜏𝜏| = 45 ∙ 2𝑛𝑛−7, що 

збігається з формулою (3.5) при 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 3. При 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 3 вага дорівнює 
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|𝜏𝜏| =  81 ∙  2𝑛𝑛−8, що збігається з формулою (3.3) при 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 7. При 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≥ 4 

формула (3.9) збігається з формулою (3.8), якщо в ній 𝛼𝛼𝑛𝑛−1 = 3 та 𝑝𝑝 = 3. 

Другий випадок, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥2} та 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅, можливий для 

1 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 4, 𝑛𝑛 ≥ 5. Мінімальний окіл 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘+1, 𝑥𝑥𝑛𝑛}. Вага 

топології дорівнює 

 

|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−5 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛−3−𝛼𝛼𝑛𝑛.                (3.10) 

 

При 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 1 формула (3.10) дає |𝜏𝜏| = 15 ∙ 2𝑛𝑛−5, що збігається з формулою 

(3.2) при 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 2. При 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 2 вага |𝜏𝜏| = 3 ∙ 2𝑛𝑛−3 збігається з формулою (3.3) при 

𝛼𝛼𝑛𝑛 = 3. При 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 3 маємо |𝜏𝜏| = 21 ∙ 2𝑛𝑛−6 і теж саме у формулі (3.3) при 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 5. 

При 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≥ 4 формула (3.10) збігається з формулою (3.7) при 𝛼𝛼𝑛𝑛−1 = 3. 

Третій випадок, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥2} та 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥1}, можливий для 

2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 3, 𝑛𝑛 ≥ 5, де 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑛𝑛}. Вага топології дорівнює 

 

|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−5 + 2𝑛𝑛−1−𝛼𝛼𝑛𝑛                              (3.11) 

 

Порівнюючи формулу (3.11) з формулами з попередніх теорем, 

отримаємо наступне: при 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 2 вага |𝜏𝜏| = 13 ∙ 2𝑛𝑛−5 збігається з формулою 

(3.1) при 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 4; при 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 3 отримаємо |𝜏𝜏| = 11 ∙ 2𝑛𝑛−5 і теж саме за формулою 

(3.3) при 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 4; при 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≥ 4 формула (3.11) збігається з формулою (3.6) при 

𝛼𝛼𝑛𝑛−1 = 3. 

Четвертий випадок, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1} і 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅, можливий 

для 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 3, 𝑛𝑛 ≥ 5 і мінімального околу 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛}. 

Вага топології дорівнює 

 

|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−5 + 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛−3−𝛼𝛼𝑛𝑛.                (3.12) 
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П’ятий випадок, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1} і 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥1}, можливий 

для 3 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 2, 𝑛𝑛 ≥ 5. Мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛 має вигляд 

𝑀𝑀𝑛𝑛 =  {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛}. Вага топології в даному випадку дорівнює 

 

|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−5 + 2𝑛𝑛−1−𝛼𝛼𝑛𝑛                                  (3.13) 

 

Формула (3.12) збігається з формулою (3.10), формула (3.13) збігається з 

формулою (3.11), але обмеження на 𝛼𝛼𝑛𝑛 в цих формулах різні.  

Нарешті, шостий випадок, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1} та 

𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩  𝑀𝑀𝑛𝑛 =  {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2}, можливий для 4 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1, 𝑛𝑛 ≥ 5. Мінімальний 

окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛 можна вибрати у вигляді 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘−2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛}. 

Вага топології дорівнює 

 

|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑛𝑛−5 + 2𝑛𝑛−1−𝛼𝛼𝑛𝑛                                  (3.14) 

 

Формула (3.14) збігається з формулами (3.11) та (3.13). При 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≥ 4 

формула (3.14) збігається з формулою (3.6) при 𝛼𝛼𝑛𝑛−1 = 3. 

Так як мінімальні околи елементів 𝑥𝑥𝑛𝑛−2 та 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 є двоелементними, то 

зрозуміло, що крім розглянутих інших випадків немає. Ми отримали, що 

топології з векторами (0, … ,0,1,1,𝛼𝛼𝑛𝑛) при умові 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = ∅ не 

утворюють нових класів топологій, всі вони входять до розглянутих вище 

класів топологій, узгоджених з 0Т -топологіями індексу не більше трьох. 

Перевіримо обмеження |𝜏𝜏| > 9 ∙ 2𝑛𝑛−5. Оскільки, формула (3.9) дає 

мінімальне значення для ваги топології в порівнянні з іншими отриманими в 

цій теоремі формулами, то достатньо оцінити різницю 

𝛿𝛿2 =   2𝑛𝑛−2 +  2𝑛𝑛−5 +  2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛−5−𝛼𝛼𝑛𝑛 − 9 ∙ 2𝑛𝑛−5 = 2𝑛𝑛−2−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛−5−𝛼𝛼𝑛𝑛. 

Враховуючи обмеження 1 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 5, отримаємо 𝛿𝛿2 > 0, що і треба було 

довести.  
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Для перевірки обмеження |𝜏𝜏| < 2𝑛𝑛−1 достатньо розглянути формулу 

(3.11), яка дає максимальне значення для ваги розглянутих топологій. 

Враховуючи обмеження 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 3, отримаємо, що різниця 

2𝑛𝑛−2 +  2𝑛𝑛−5 +  2𝑛𝑛−1−𝛼𝛼𝑛𝑛 − 2𝑛𝑛−1 = 2𝑛𝑛−5 ∙ (24−𝛼𝛼𝑛𝑛 − 7) < 0.  

Теорему доведено. 

 

Нарешті, розглянемо 0Т -топології, які є узгодженими з близькими до 

дискретної топологіями другого типу. Всі такі 0Т -топології можна описати 

векторами з наступної теореми 

Теорема 3.9 Топології на 𝑛𝑛-елементній множині з векторами 

(0, … ,0���
𝑘𝑘

, 1, … ,1,���
𝑛𝑛−𝑘𝑘−1

𝛼𝛼𝑛𝑛), 1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛 − 3, 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1 і ⋂ 𝑀𝑀𝑚𝑚
𝑛𝑛−1
𝑚𝑚=𝑘𝑘+1 = {𝑦𝑦}, мають 

вагу 5 ∙ 2𝑛𝑛−4 ≤ |𝜏𝜏| ≤ 2𝑛𝑛−1. Топології з такими векторами не утворюють нових 

класів і потрапляють у класи, які визначаються топологіями, узгодженими з 

близькими до дискретних першого типу. 

 Доведення. Негомеоморфні серед топологій з заданими векторами 

визначаються різним виглядом мінімального околу елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛. Наприклад, 

якщо мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛 має вигляд 

𝑀𝑀𝑛𝑛 =  �𝑥𝑥1, … , 𝑦𝑦, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑 , 𝑥𝑥𝑛𝑛−(𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑑𝑑), … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1�������������
𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑑𝑑

, 𝑥𝑥𝑛𝑛�, тобто ⋂ 𝑀𝑀𝑚𝑚⋂𝑀𝑀𝑛𝑛
𝑛𝑛−1
𝑚𝑚=𝑘𝑘+1 = {𝑦𝑦}, то 

вага таких топологій обчислюється за формулою 

 

|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑘𝑘−1 + 2𝑘𝑘−𝑑𝑑 + 2𝑘𝑘−𝑑𝑑(2𝑛𝑛−𝑘𝑘−(𝛼𝛼𝑛𝑛−𝑑𝑑+1) − 1),             (3.15) 

 

яка отримується з використанням понять глибина множини в топології та 

рівень топології, введенних означеннями 2.4 та 3.2 відповідно. Якщо 

мінімальний окіл елемента 𝑥𝑥𝑛𝑛 має вигляд 𝑀𝑀𝑛𝑛 = �𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝛼𝛼𝑛𝑛+1, 𝑥𝑥𝑛𝑛 � і не містить 

елемент 𝑦𝑦, тобто ⋂ 𝑀𝑀𝑚𝑚⋂𝑀𝑀𝑛𝑛
𝑛𝑛−1
𝑚𝑚=𝑘𝑘+1 = ∅, тоді вага цих топологій обчислюється 

за формулою 
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|𝜏𝜏| = 2𝑛𝑛−2 + 2𝑘𝑘−1 + 2𝑘𝑘−𝛼𝛼𝑛𝑛 + 2𝑘𝑘−(𝛼𝛼𝑛𝑛+1)(2𝑛𝑛−𝑘𝑘−1 − 1)                (3.16) 

 

Це всі можливі випадки. Отже, всі топології, узгоджені з близькими до 

дискретної другого типу, мають вагу |𝜏𝜏| ∈ [5 ∙ 2𝑛𝑛−4, 2𝑛𝑛−1].  

Теорему доведено. 

 

Ми розглянули всі 0Т -топології з вагою 2𝑛𝑛−2 < |𝜏𝜏| ≤ 2𝑛𝑛−1 на п-

елементній множині, які є узгодженими з усіма можливими близькими до 

дискретної топологіями на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині, описали їх структуру 

та знайшли вагу. Наступна теорема досліджує стуктуру деяких класів топологій 

з вагою  2𝑛𝑛−2 < |𝜏𝜏| ≤ 2𝑛𝑛−1. 

Теорема 3.10 У класах топологій з вагою |𝜏𝜏| ∈ [13 ∙ 2𝑛𝑛−5, 2𝑛𝑛−1], за 

виключенням 0Т -топологій, узгоджених з близькими до дискретної та двоїстих 

до них, інших топологій немає.  

Доведення. Розглянемо, наприклад, топології з вагою |𝜏𝜏| = 7 ∙ 2𝑛𝑛−4. За 

теоремою 3.4 вони мають вектори: а) (0, … ,0,1,3) у випадку 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛; 

б) (0, … ,0,1,3) у випадку 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥𝑖𝑖}; в) (0, … ,0,2,2) у випадку 

𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩  𝑀𝑀𝑛𝑛 =  �𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗�. Для знаходження кількості всіх помічених 0Т -топологій 

зручно перейти від вектора топології до набору мінімальних околів всіх 

елементів. Тоді у випадку а) отримаємо число 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛−2 ∙ 𝐶𝐶𝑛𝑛−21 ∙ 2 ∙ 𝐶𝐶𝑛𝑛−31 = (𝑛𝑛)4, де 

( ) ( ) ( )11 +−−= mnnnn т   – символ Похгамера, і стільки ж двоїстих до них. У 

випадку б) маємо 1
2

(𝑛𝑛)5 топологій і стільки ж двоїстих до них. Кількість 

топологій у випадку в) дорівнює 1
4

(𝑛𝑛)4. Загальна кількість топологій в класі 

7 ∙ 2𝑛𝑛−4 дорівнює 2 ∙ (𝑛𝑛)4 + 2 ∙ 1
2
∙ (𝑛𝑛)5 + 1

4
∙ (𝑛𝑛)4 = 9

4
∙ (𝑛𝑛)4 + (𝑛𝑛)5. Оскільки це 

число співпадає з числом, наведеним в статті Kolli [17], то можна зробити 

висновок, що в даному класі інших топологій немає. Такий самий висновок 

отримаємо для класів 13 ∙ 2𝑛𝑛−5, 27 ∙ 2𝑛𝑛−6, 15 ∙ 2𝑛𝑛−5 та 2𝑛𝑛−1. 



 84 

Теорему доведено. 

 

 

3.2 Дослідження топологій на 𝒏𝒏 -елементній множині, які не узгоджені 

з топологіями близькими до дискретної на (𝒏𝒏 − 𝟏𝟏) -елементній множині 
 

Покажемо, що серед 0Т -топологій на п-елементній множині з вагою 

2𝑛𝑛−2 < |𝜏𝜏| ≤ 2𝑛𝑛−1 не всі є узгодженими з близькими до дискретної на (𝑛𝑛 − 1)-

елементній множині. Знайдемо вектори таких топологій. 

Теорема 3.11 Існують класи топологій з вагою |𝜏𝜏| ∈ [5 ∙ 2𝑛𝑛−4, 13 ∙ 2𝑛𝑛−5), 

які не вичерпуються 0Т -топологіями, узгодженими з близькими до дискретної 

та двоїстими до них. Існують класи топологій з вагою |𝜏𝜏| ∈ (2𝑛𝑛−2, 5 ∙ 2𝑛𝑛−4), в 

яких немає жодної топології, узгодженої з близькими до дискретної топології. 

Доведення. Для доведення першого твердження теореми достатньо 

навести приклад класу з вказаною властивістю. Розглянемо клас топологій з 

вагою |𝜏𝜏| = 25 ∙ 2𝑛𝑛−6. За теоремою 3.4 він можливий при 𝑛𝑛 ≥ 6 і містить 

топології з векторами: а) (0, … ,0,1,5), коли 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛; б) (0, … ,0,1,5), коли 

𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥𝑖𝑖}; в) (0, … ,0,2,2), коли 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅. Кількість помічених 0Т

-топологій у випадку а) дорівнює 1
6
∙ (𝑛𝑛)6 і така ж кількість двоїстих до них. У 

випадку б) отримаємо 1
24
∙ (𝑛𝑛)7 топологій і таку ж кількість двоїстих до них. У 

випадку в) 1
8
∙ (𝑛𝑛)6 і така ж кількість двоїстих до них. Тобто разом кількість 0Т -

топологій з вагою 25 ∙ 2𝑛𝑛−6 дорівнює 7
12
∙ (𝑛𝑛)6 + 1

12
∙ (𝑛𝑛)7. Але в роботі [17] 

показано, що кількість топологій з такою вагою дорівнює 𝑛𝑛+14
24

∙ (𝑛𝑛)6 + 1
24
∙ (𝑛𝑛)7. 

Оцінимо різницю 𝑛𝑛+14
24

∙ (𝑛𝑛)6 + 1
24
∙ (𝑛𝑛)7 −

7
12
∙ (𝑛𝑛)6 −

1
12
∙ (𝑛𝑛)7, отримали 

1
4
∙  (𝑛𝑛)6 > 0. Таким чином, в даному класі є ще й інші топології, що й треба 

було показати. 
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Покажемо, що існують також класи топологій з вагою з проміжку 

(2𝑛𝑛−2, 5 ∙ 2𝑛𝑛−4), в яких немає жодної 0Т -топології, узгодженої з деякою 

близькою до дискретної топологією. Розглянемо 9-клас топологій при 𝑛𝑛 = 5. 

Ми знайшли вектори 0Т -топологій в цьому класі, вони мають вигляд: 

(0,1,1,2,3), (0,0,1,2,4), (0,0,2,2,3) та (0,0,1,3,3). Той факт, що це всі можливі 

вектори 0Т -топологій в цьому класі, ми підтвердили шляхом підрахунку всіх 

топологій у цьому класі та порівнянні з відомими результатами [18]. Очевидно, 

що серед знайдених векторів немає векторів 0Т -топологій, узгоджених з 

близькими до дискретної топологіями, ні першого, ні другого, ні третього типів.  

Теорему доведено. 

Проаналізуємо вигляд векторів 0Т -топологій на п-елементній множині, 

які не узгоджені з близькими до дискретної на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині і 

знайдемо умови, при яких їх вага є числом з проміжку (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1]. 

З леми 2.3 та з дослідження у попередньому пункті випливає, що 0Т -

топології на п-елементній множині з векторами (0, … ,0,1,2,𝛼𝛼𝑛𝑛), (0, … ,0,1,3,3); 

(0, … ,0,1,1,1,2,2); (0, … ,0,1,1,1,2,3); (0, … ,0,1,1,1,1,2,2); (0, … ,0,1,2,2,2); 

(0, … ,0,2, … ,2) не є узгодженими з жодною близькою до дискретної топологією 

на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині.  

Розглянемо 0Т -топології з вектором (0, … ,0,1,3,3) для 𝑛𝑛 ≥ 5. Зручно 

знаходити вагу таких топологій, аналізуючи перетини мінімальних околів 

елементів множини, на якій ці 0Т -топології задано. Для цього достатньо 

розглядати лише мінімальні околи елементів, індекс яких у векторі топології не 

дорівнює нулю. В даному випадку це мінімальні околи 𝑀𝑀𝑛𝑛−2, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 та 𝑀𝑀𝑛𝑛, 

причому 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 є двоелементною множиною, а 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 та 𝑀𝑀𝑛𝑛 – 

чотирьохелеметними множинами. Вага топології залежатиме від попарних 

перетинів вказаних мінімальних околів. Всі можливі випадки ми можна 

розбити на три класи і описати потужності попарних перетинів мінімальних 

околів. 
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Для підрахунку ваги топології використаємо формули з роботи [38] та 

поняття глибини відкритої множини, яке введене в роботі [44]. Наприклад, 

розглянемо один із випадків, коли 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2}, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1� 

та 𝑀𝑀𝑛𝑛 = �𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, 𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑛𝑛�. В цьому випадку вага такої топології дорівнює 

|𝜏𝜏| =  14 ∙ 2𝑛𝑛−6 + 𝑔𝑔��𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, 𝑥𝑥𝑗𝑗��, де 𝑔𝑔��𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, 𝑥𝑥𝑗𝑗�� – глибина множини 

�𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, 𝑥𝑥𝑗𝑗� в цій топології. Перший доданок дорівнює вазі топології на 

(𝑛𝑛 −  1)-елементній множині з вектором (0, … ,0,1,3), яка є узгодженою з 

близькою до дискретної топологією на (𝑛𝑛 − 2)-елементній множині [51]. 

Другий доданок 𝑔𝑔��𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2, 𝑥𝑥𝑗𝑗�� дає глибину вказанної множини і дорівнює 

2 ∙ 2𝑛𝑛−5, тому |𝜏𝜏| = 9 ∙ 2𝑛𝑛−5 > 2𝑛𝑛−2. 

Знайдені умови на мінімальні околи 𝑀𝑀𝑛𝑛−2, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 та 𝑀𝑀𝑛𝑛 елементів з 

ненульовими індексами у векторі (0, … ,0,1,3,3), які визначають межі ваги 

топології, мають вигляд: 

1) Якщо |𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛−1| = 2 й потужність хоча б одного з двох інших 

перетинів дорівнює нулю, то вага топології є меншою або дорівнює 2𝑛𝑛−2, тобто 

не належить множині (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1];  

2) Якщо |𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛−1| = 1 й хоча б один з двох інших перетинів є 

порожньою множиною, то вага топології не належить множині (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1]; 

3) Якщо |𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛−1| = 0, то вага топології не належить множині 

(2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1]. 

У випадку 0Т -топологій з вектором (0, … ,0,1,2,𝛼𝛼𝑛𝑛) обмеження на 𝛼𝛼𝑛𝑛 

мають вигляд 2 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛 − 1. Аналогічний аналіз перетинів мінімальних 

околів 𝑀𝑀𝑛𝑛−2, 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 та 𝑀𝑀𝑛𝑛 дозволив виділити такі випадки: 

1) Якщо |𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛−1| = 2 або |𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛−1| = 1, то вага топології 

належить множині (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1] незалежно від інших перетинів; 

2) Якщо |𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛−1| = 0, то вага топології не належить множині 

(2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1]. 
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Аналогічні міркування проведено для 0Т -топологій з векторами 

(0, … ,0,1,1,1,2,2); (0, … ,0,1,1,1,2,3); (0, … ,0,1,1,1,1,2,2); (0, … ,0,1,2,2,2); 

(0, … ,0,2, … ,2). Знайдено умови на мінімальні околи елементів, за яких вага 

топології належить проміжку (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1].  
 

3.3 Розпізнавання взаємно двоїстих та самодвоїстих топологій за 

допомогою 2-КНФ булевих функцій 
 

Означення 3.5 Топології 𝜏𝜏 і С𝜏𝜏, де С𝜏𝜏 – сукупність доповнень до 

елементів топології 𝜏𝜏, будемо називати взаємно двоїстими. Відповідні їм 2-

КНФ τf  та τCf  будемо також називати взаємодвоїстими. Якщо після переходу 

від τf  до τCf  виявиться, що τf  та τCf  еквівалентні, то кожну з них будемо 

називати самодвоїстою 2-КНФ, а відповідні їм гомеоморфні топології – 

самодвоїстими. 

Теорема 3.12 Нехай 2-КНФ τf  задає топологію 𝜏𝜏 на множині 

{ }nxxX ,...,1= . Тоді 2-КНФ, отримана з τf  підстановками  

nixx ii ,1, =↔  

задає топологію С𝜏𝜏. 

Доведення. Розглянемо 2-КНФ булевої функції f , яка задає топологію τ  

на множині { }nji xxxxX ,...,,...,,...,1= , довільну диз'юнкцію ji xx ∨ . Тоді, в 

область істинності булевої функції f  входять такі набори: 

( )njii ααααα ,...,,...,,1,,..., 111 +− , ( )njjii αααααα ,...,,0,,...,,0,,..., 11111 +−+− . Після 

зазначених в твердженні замін ці набори замінюються наборами: 

( )njii ααααα ,...,,...,,0,,..., 111 +− , ( )njjii αααααα ,...,,1,,...,,1,,..., 11111 +−+− , а виділена 

диз'юнкція заміняється диз'юнкцією ji xx ∨ . Зазначимо, що вона дорівнює 1 на 

нових наборах. Так як набір ( )njii ααααα ,...,,...,,1,,..., 111 +−  входить в область 

істинності булевої функції f , то він визначає підмножину 𝐴𝐴 ∈ 𝜏𝜏. Тоді набір 

( )njii ααααα ,...,,...,,0,,..., 111 +−  визначає підмножину С𝐴𝐴 ∈ С𝜏𝜏. Аналогічно, набір 
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( )njjii αααααα ,...,,0,,...,,0,,..., 11111 +−+−  визначає підмножину 𝑉𝑉 ∈ 𝜏𝜏, а набір 

( )njjii αααααα ,...,,1,,...,,1,,..., 11111 +−+−  визначає підмножину С𝑉𝑉 ∈ С𝜏𝜏. 

Таким чином, після зазначених замін з 2-КНФ, яка задає топологію τ , 

отримуємо 2-КНФ, яка задає її доповнення С𝜏𝜏.  

Теорему доведено. 

Приклад 3.2 Нехай ( )( )( )525121 xxxxxxf ∨∨∨=τ . Побудуємо 2-КНФ 

двоїстої топології ( )( )( )525121 xxxxxxfC ∨∨∨=τ . Бієкція 51 xx ↔ , 22 xx ↔ , 

33 xx ↔ , 44 xx ↔  переводить τCf  знову у τf . Отже, τ  – самодвоїста топологія. 

В попередньому розділі в наслідку 2.4 показано, що за максимальною 2-

КНФ булевої функції, яка задає топологію на скінченній множині, однозначно 

визначаються мінімальні околи всіх її точок. Зв’язок між 2-КНФ взаємно 

двоїстих топологій породжує відповідний зв’язок між мінімальними базами 

таких топологій. це показано у наступному прикладі. 

Приклад 3.3 Нехай маємо 2-КНФ топології на 5-елементній множині

( )( )( )( )( )54535251411 xxxxxxxxxxf ∨∨∨∨∨= , 

її мінімальна база має вигляд  

𝐵𝐵1 = �∅, {𝑥𝑥1}, {𝑥𝑥2}, {𝑥𝑥3}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥4}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5}�. 

Після заміни ii xx → , jj xx →  отримаємо 2-КНФ топології τС  у вигляді  

( )( )( )( )( )45352515141
~ xxxxxxxxxxf ∨∨∨∨∨= . 

Бієкція 51 xx ↔ , 23 xx ↔  і 44 xx ↔  зводить отриману 2-КНФ до еквівалентної 

їй 2-КНФ  

( )( )( )( )( )41213151542 xxxxxxxxxxf ∨∨∨∨∨= , 

за якою можемо виписати мінімальну базу двоїстої топології  

𝐵𝐵2 = �∅, {𝑥𝑥1}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥3}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥4}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥5}�. 

 

Наступна теорема дає інструмент для ідентифікації не 0T -топологій за 

допомогою 2-КНФ (критерій не 0T -топологій). 
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Теорема 3.13 Якщо булева функція задає топологію і в деякій її 2-КНФ 

присутня хоча б одна пара диз'юнкцій виду ji xx ∨  і ji xx ∨ , то ця топологія не 

є 0T -топологією. Обернено, якщо топологія не є 0Т -топологією, то в будь-якій 

2-КНФ булевої функції, якій відповідає ця топологія, присутня одночасно хоча 

б одна пара диз'юнкцій виду ji xx ∨  і ji xx ∨ . 

Доведення. Нехай одна з 2-КНФ булевої функції, яка задає топологію на 

n- елементній множині, поряд з диз'юнкцією ( )ji xx ∨  містить і диз'юнкцію 

( )ji xx ∨ . Для того, щоб обидві ці диз'юнкції дорівнювали 1, необхідно і 

достатньо, щоб в область істинності булевої функції не потрапили булеві 

вектори виду  

 

( )njjii ααααααα ,...,,1,,...,,0,,...,, 111121 +−+−  

і 

( )njjii ααααααα ,...,,0,,...,,1,,...,, 111121 +−+− . 

 

Таким чином, для всіх булевих векторів з області істинності булевої 

функції або 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑗𝑗 = 0, або 1== ji αα . Нехай 𝑀𝑀𝑖𝑖 – мінімальний окіл точки ix , 

тоді справедливе включення { } iji Mxx ⊆, . Аналогічно, має місце включення 

{ } jji Mxx ⊆, , де jM  – мінімальний окіл точки jx . Це означає, що для точок ix  

і jx  не виконується означення 0Т -топології. 

Обернену теорему доведемо методом від супротивного. Нехай існує 2-

КНФ, в якій присутня тільки одна із зазначених дужок. Наприклад, 

( )ϕ~ϕi xxf ∨=  і ( ) ϕ~∉∨ ϕi xx . Так як в 2-КНФ присутня диз'юнкція ji xx ∨ , а 

ji xx ∨  ні, то ji Mx ∈  і ij Mx ∉ . Таким чином, існує така пара точок ix  і jx , що 

точка ix  має окіл, який містить jx . Оскільки, ця властивість справедлива для 

будь-якої пари різних точок, то топологія τ  є 0T -топологією. Отримали 

протиріччя. Теорема доведена. 
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Приклад 3.4 Булева функція f  з 2-КНФ виду 

( )( )( )323241 xxxxxxf ∨∨∨= , задає топологію, яка є не −0T топологією. 

Наслідок 3.1 Кожній парі склеєних точок ji xx ,  не −0T топології 

відповідає кон'юнкція ( )( )jiji xxxx ∨∨  в її 2-КНФ.  

Ми використали модель топології у вигляді максимальної 2-КНФ для 

перерахування всіх негомеоморфних 0T -топологій на 4- і 5-елементних 

множинах.  

В наведених списках кожна максимальна 2-КНФ задає одну з двох 

двоїстих або самодвоїсту 0T -топологію на 4- і 5- елементних множинах. 

Повний список максимальних 2-КНФ всіх негомеоморфних 0T -топологій на 4- 

і 5-елементних множинах отримаємо, додавши до кожної не самодвоїстої 

максимальної 2-КНФ в цих списках двоїсту до неї максимальну 2-КНФ. 

Список максимальних 2-КНФ 0T -топологій на 4-елементній множині: 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 5 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )( )434232413121 xxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 6 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )4232413121 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )4342413121 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 7 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )43424131 xxxxxxxx ∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )42324131 xxxxxxxx ∨∨∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 8 відкритих множин: 
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( )( )( )324131 xxxxxx ∨∨∨  – самодвоїста; 

( )( )( )434131 xxxxxx ∨∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 9 відкритих множин: 

 

( )( )( )413121 xxxxxx ∨∨∨ ; 

( )( )4231 xxxx ∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 10 відкритих множин: 

 

( )( )4131 xxxx ∨∨ ; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 12 відкритих множин: 

 

( )41 xx ∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 16 відкритих множин: 

 

( ) 1,,, 4321 ≡xxxxf  

Список максимальних 2-КНФ 0T -топологій на 5-елементній множині: 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 6 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )( )( )( )( )( )54535251434241323121 xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨∨∨∨
 – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 7 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )( )( )( )( )535251434241323121 xxxxxxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨∨∨ ; 
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( )( )( )( )( )( )( )( )( )545352514241323121 xxxxxxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨∨∨ ; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 8 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )( )( )( )5352514241323121 xxxxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )( )( )( )5352514342413121 xxxxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )( )( )( )5352514342413231 xxxxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨∨  – самодвоїста; 

( )( )( )( )( )( )( )( )5453525142413121 xxxxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 9 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )( )( )53525142413121 xxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )( )( )53525142413231 xxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )( )( )54535251424121 xxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨ ; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 10 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )( )( )52514241323121 xxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )( )( )54535251413121 xxxxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨∨  – самодвоїста; 

( )( )( )( )( )( )535251413231 xxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )( )545352514231 xxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )( )535251424131 xxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨  – самодвоїста; 

( )( )( )( )( )( )535251323121 xxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 11 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )( )525142413231 xxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )( )525142413121 xxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨ ; 
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( )( )( )( )( )( )535251413121 xxxxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )5352514231 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨ ; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 12 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )5352514241 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )5352514131 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨  – самодвоїста; 

( )( )( )( )( )5352513121 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )( )5251424121 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )52514321 xxxxxxxx ∨∨∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 13 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )( )5453525141 xxxxxxxxxx ∨∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )52514231 xxxxxxxx ∨∨∨∨ ; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 14 відкритих множин: 

( )( )( )( )53525141 xxxxxxxx ∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )53525131 xxxxxxxx ∨∨∨∨ ; 

( )( )( )( )52514241 xxxxxxxx ∨∨∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 15 відкритих множин: 

 

( )( )( )513241 xxxxxx ∨∨∨ ; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 16 відкритих множин: 

 

( )( )( )525121 xxxxxx ∨∨∨  – самодвоїста; 
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( )( )( )525141 xxxxxx ∨∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 17 відкритих множин: 

 

( )( )( )( )54535251 xxxxxxxx ∨∨∨∨ ; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 18 відкритих множин: 

 

( )( )( )535251 xxxxxx ∨∨∨ ; 

( )( )4231 xxxx ∨∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 20 відкритих множин: 

 

( )( )5251 xxxx ∨∨ ; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 24 відкритих множин: 

 

( )51 xx ∨  – самодвоїста; 

 

2-КНФ булевої функції, що задає топологію, яка містить 32 відкритих множин: 

 

( ) 1,,,, 54321 ≡xxxxxf . 

 

Тепер ми можемо підрахувати загальну кількість помічених топологій 

для випадку 4-елементної множини за формулою ( ) ( ) ( )mTmnSnT
n

m

~,
1

∑
=

⋅= : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++= 4~4,43~3,42~2,41~1,44 TSTSTSTST  
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= 1 ⋅ 1 + 7 ⋅ 3 + 6 ⋅ 19 + 1 ⋅ 219 = 355, тому що ( ) 11~ =T , ( ) 32~ =T , ( ) 193~ =T , 

( ) 2194~ =T , ( ) 11,4 =S , ( ) 7)22(2/12,4 4 =−=S , ( ) ( ) 6123!3/13,4 2
3

41
3

4 =⋅+⋅−= CCS , 

( ) 14,4 =S . 

Для випадку 5-елементної множини отримаємо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =++++= 5~5,54~4,53~3,52~2,51~1,55 TSTSTSTSTST  

= 1 ⋅ 1 + 15 ⋅ 3 + 25 ⋅ 19 + 10 ⋅ 219 + 1 ⋅ 4231 = 6942, де ( ) 11~ =T , ( ) 32~ =T , 

( ) 193~ =T , ( ) 2194~ =T , ( ) 42315~ =T , ( ) 11,5 =S , ( ) 15)22(2/12,5 5 =−=S , 

( ) ( ) 25123!3/13,5 2
3

51
3

5 =⋅+⋅−= CCS , 

( ) ( ) 101234!4/14,5 3
4

52
4

51
4

5 =⋅−⋅+⋅−= CCCS , ( ) 15,5 =S . 

 

Отримане число 355 всіх топологій на 4-елементній множині та число 

6942 всіх топологій на 5-елементній множині співпадають з наведеними в 

онлайн-енциклопедії цілочислових послідовностей числами [43]. 

 

3.4 Теорема про вигляд векторів всіх 0Т -топологій з вагою  6225 −⋅ n  

 
Мета цього параграфу показати використання векторів топологій та 2-

КНФ булевих функцій, що задають 0Т -топології, для перерахування та 

підрахунку всіх топологій з певною вагою на прикладі ваги 25 ∙ 2𝑛𝑛−6. 

В роботі [18] в таблиці 6 вказано, що в класі 25 ∙ 2𝑛𝑛−6 існує 7 непомічених 

0Т -топологій, а в [17] показано, що число всіх помічених 0Т -топологій в цьому 

класі при 6>n  дорівнює 
𝑛𝑛+14
24

∙ (𝑛𝑛)6 + 1
24
∙ (𝑛𝑛)7. Нам вдалося підтвердити цей 

результат, використовуючи представлення 0Т -топологій за допомогою вектора 

та максимальної 2-КНФ. В роботі [38] було доведено наступну теорему. 

Теорема 3.14 Т0-топології мають вагу 25 ∙ 2𝑛𝑛−6 тоді й лише тоді, коли 

вектор топології має один із виглядів: 

1) (0, … ,0,1,5), якщо або а) 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛  або б) 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑦𝑦}, тобто є 

одноелементною множиною, 
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2) (0, … ,0,2,2), якщо 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅, 

3) (0, … ,0,1,1,1,1,2), якщо { }yM m

n

nm
=

−

−=

1

4
1  є одноелементною множиною і 

або а) 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛  або б) { }yM m

n

nm
=

−= 4
 , 

4) (0, … ,0,1,1,2), якщо 𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩ 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = {𝑦𝑦} є одноелементною множиною і 

∅=
−=

m
n

nm
M

2
 , 

5) (0, … ,0,1,1,1,1), якщо 𝑀𝑀𝑛𝑛−3 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛−2 = {𝑦𝑦} і 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑧𝑧} є 

одноелементними перетинами, причому 𝑦𝑦 ≠ 𝑧𝑧. 

При цьому пари 0Т -топології з векторами (0, … ,0,1,5) та 

(0, … ,0,1,1,1,1,2), (0, … ,0,2,2) та (0, … ,0,1,1,1,1) є взаємно двоїстими, а 0Т -

топологія з вектором (0, … ,0,1,1,2) є самодвоїстою. 

Доведення. Покажемо, що вага 0Т -топологій для кожного з вказаних 

векторів дорівнює 25 ∙ 2𝑛𝑛−6 .  

В роботі [51] було доведено, що 0Т -топології з векторами (0, … ,0,1,5) для 

випадків а) і б), а також з вектором (0, … ,0,2,2), при умові 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = ∅, 

мають вагу 25 ∙ 2𝑛𝑛−6. Ці 0Т -топології індукують на множині ( )121 ,...,, −= nxxxX  

близькі до дискретної топології.  

Покажемо, що 0Т -топології з вектором (0, … ,0,1,5) у випадку 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛 

є взаємно двоїстими з топологіями з вектором (0, … ,0,1,1,1,1,2), коли 

{ }im
n

nm
xM =

−

−=

1

4
1 і 𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛. Для цього одну з гомеоморфних 0Т -топологій з 

вектором (0, … ,0,1,5) позначимо символом τ . Нехай її мінімальна база має 

вигляд  

𝐵𝐵1 = �∅, {𝑥𝑥1}, … , {𝑥𝑥𝑛𝑛−2}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛}�, 

тоді відповідна максимальна 2-КНФ має вигляд  

𝑓𝑓1 = (𝑥𝑥1 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛−1)(𝑥𝑥1 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛)(𝑥𝑥2 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛)(𝑥𝑥3 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛)(𝑥𝑥4 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛)(𝑥𝑥𝑛𝑛−1 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛). 

Після заміни ii xx → , jj xx →  отримаємо топологію τС  і відповідну їй 2-КНФ  
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𝑓𝑓1 = (𝑥𝑥𝑛𝑛−1 ∨ 𝑥̄𝑥1)(𝑥𝑥𝑛𝑛 ∨ 𝑥̄𝑥1)(𝑥𝑥𝑛𝑛 ∨ 𝑥̄𝑥2)(𝑥𝑥𝑛𝑛 ∨ 𝑥̄𝑥3)(𝑥𝑥𝑛𝑛 ∨ 𝑥̄𝑥4)(𝑥𝑥𝑛𝑛 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛−1). 

Очевидно, що бієкція  

𝑥𝑥1 ↔ 𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1 ↔ 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥2 ↔ 𝑥𝑥𝑛𝑛−4, 𝑥𝑥3 ↔ 𝑥𝑥𝑛𝑛−3 і 𝑥𝑥4 ↔ 𝑥𝑥𝑛𝑛−2 

зводить її до еквівалентної 2-КНФ  

𝑓𝑓2 = (𝑥𝑥1 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛−4)(𝑥𝑥1 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛−3)(𝑥𝑥1 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛−2)(𝑥𝑥1 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛−1)(𝑥𝑥1 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛)(𝑥𝑥𝑛𝑛−1 ∨ 𝑥̄𝑥𝑛𝑛). 

Отже, мінімальна база 0Т -топології τС  має вигляд  

𝐵𝐵2 = �∅, {𝑥𝑥1}, … , {𝑥𝑥𝑛𝑛−5}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−4}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−3}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1},
{𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛} �, а її 

вектором є (0, … ,0,1,1,1,1,2), причому виконуються умови { }im
n

nm
xM =

−

−=

1

4
1  і 

𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ⊂ 𝑀𝑀𝑛𝑛. Таким чином, топології є взаємно двоїстими.  

Аналогічно можна показати, що 0Т -топологія з вектором (0, … ,0,1,5), 

𝑀𝑀𝑛𝑛−1 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛 = {𝑥𝑥𝑖𝑖} і 0Т -топологія з вектором (0, … ,0,1,1,1,1,2), { }im
n

nm
xM =

−= 4
  є 

взаємно двоїстими, а також, що 0Т -топології з векторами (0, … ,0,2,2) і 

(0, … ,0,1,1,1,1) взаємно двоїсті. Звідси випливає висновок, що 0Т -топології з 

векторами (0, … ,0,1,1,1,1,2) і (0, … ,0,1,1,1,1), при вказаних умовах, також 

мають вагу 25 ∙ 2𝑛𝑛−6.  

Залишилось розглянути топології з вектором (0, … ,0,1,1,2) при умові 

𝑀𝑀𝑛𝑛−2 ∩𝑀𝑀𝑛𝑛−1 = {𝑥𝑥𝑖𝑖} і ∅=
−=

m
n

nm
M

2
 . Спочатку підрахуємо їх вагу. Для цього 

скористаємось ідеєю, описаною в роботі [51], отримаємо  

( ) ( ) 624626542 22532222122222 −−−−−− ⋅=+++=−+++= nnnnnnτ . 

Покажемо, що така 0Т -топологія є самодвоїстою. Мінімальна база однієї 

з гомеоморфних 0Т -топологій має вигляд 

𝐵𝐵 = �∅, {𝑥𝑥1}, … , {𝑥𝑥𝑛𝑛−3}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−2}, {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}, {𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥𝑛𝑛}�, 

відповідна їй 2-КНФ  

( )( )( )( )nnnn xxxxxxxxf ∨∨∨∨= −−∗ 321121 . 

В той же час 2-КНФ двоїстої до неї 0Т -топології буде 
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( )( )( )( )nnnnC xxxxxxxxf ∨∨∨∨= −−∗ 321121 . 

Легко бачити, що бієкція  

𝑥𝑥1 ↔ 𝑥𝑥𝑛𝑛,                   𝑥𝑥2 ↔ 𝑥𝑥𝑛𝑛−2,                  𝑥𝑥3 ↔ 𝑥𝑥𝑛𝑛−1  

є гомеоморфізмом 0Т -топології на себе, отже 0Т -топологія τ  є самодвоїстою. 

Для доведення оберненого твердження підрахуємо кількість всіх 

помічених 0Т -топологій з вказаними векторами. В роботі [51] було пораховано 

кількість помічених 0Т -топологій з векторами (0, … ,0,1,5) і (0, … ,0,2,2) для 

вказаних випадків. Очевидно, кількість двоїстих до них буде такою самою. 

Загальне число дорівнюватиме 
7
12
∙ (𝑛𝑛)6 + 1

12
∙ (𝑛𝑛)7, 

де  

(𝑛𝑛)т = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)⋯ (𝑛𝑛 −𝑚𝑚 + 1)  

є символом Похгамера. Тепер порахуємо кількість помічених 0Т -топологій з 

вектором (0, … ,0,1,1,2). Отримаємо число 

𝐶𝐶𝑛𝑛𝑛𝑛−3 ∙ 𝐶𝐶32 ∙ (𝑛𝑛 − 3) ∙ 𝐶𝐶𝑛𝑛−42 = 1
4

(𝑛𝑛)6. 

Отже, загальна кількість топологій з вагою 25 ∙ 2𝑛𝑛−6 дорівнює 

 
7
12
∙ (𝑛𝑛)6 + 1

12
∙ (𝑛𝑛)7 + 1

4
(𝑛𝑛)6 = 7

12
∙ (𝑛𝑛)6 + 1

24
∙ (𝑛𝑛)7 + 1

24
∙ (𝑛𝑛)7 + 1

4
(𝑛𝑛)6 =

10
12
∙ (𝑛𝑛)6 + 1

24
∙ (𝑛𝑛)6(𝑛𝑛 − 6) + 1

24
∙ (𝑛𝑛)7 = 𝑛𝑛+14

24
∙ (𝑛𝑛)6 + 1

24
∙ (𝑛𝑛)7.  

 

Оскільки це число співпадає з отриманим у роботі Kolli M., то це означає, що 

інших топологій з такою вагою не існує. Теорема доведена. 
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ВИСНОВКИ 

 

У дисертаційній роботі проведено грунтовне дослідження, пов’язане з 

задачею перерахування та підрахунку всіх топологій на довільній скінченній 

множині, яка дотепер залишається нерозв’язаною.  

Для дослідження топологій на довільній скінченній множині використані 

дві моделі топологій: в першій моделі кожна топологія представляється 

неспадною послідовністю цілих невід’ємних чисел, які визначають мінімальні 

околи всіх елементів топології (вектором топології); в другій моделі кожній 

топології відповідає біюнктивна слабододатна та слабовід’ємна булева функція, 

яка має кон’юнктивну форму спеціального виду (максимальну 2-КНФ). В 

роботі суттєво використано зв’язок між топологіями на 𝑛𝑛-елементній та 

(𝑛𝑛 −  1)-елементній множинах, який описано за допомогою відношення 

узгодженності топологій, а також той факт, що достатньо досліджувати лише 

𝑇𝑇0-топології. Важливим результатом було введення поняття максимальної 2-

КНФ булевої функції, що задає топологію. Це дозволило встановити бієкцію 

між множиною топологій на п-елементній множині та множиною 

максимальних 2-КНФ від п змінних, довести теореми про властивості 2-КНФ 

гомеоморфних топологій, знайти критерій 𝑇𝑇0-топологій в термінах 2-КНФ, 

розробити методику розпізнавання взаємно двоїстих та самодвоїстих топологій, 

перерахувати всі максимальні 2-КНФ негомеоморфних 𝑇𝑇0-топологій на 4- та 5-

елементній множинах та підрахувати число всіх топологій на цих множинах. 

Знайдено зв’язок між методами представлення топологій за допомогою 2-

КНФ булевих функцій, векторів топологій та за допомогою (0,1)-матриць 

спеціального вигляду, які використовувались при дослідженні топологій на 

скінченних множинах. Кожне з розглянутих представлень топології має як 

переваги так і недоліки. Наприклад, один і той самий вектор можуть мати 

негомеоморфні топології, що на перший погляд є недоліком. В той же час, 

використання цієї моделі дало можливість отримати вагомі результати. 

Зокрема, в роботі досліджено структуру Т0-топологій на 𝑛𝑛-елементній множині, 
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вага яких належить проміжку (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1], та які є узгодженими з близькими до 

дискретної топології на (𝑛𝑛 − 1)-елементній множині, отримано повний список 

векторів таких 0Т -топологій, причому результати щодо 𝑇𝑇0-топологій, вага яких 

належить проміжку )25,2( 42 −− ⋅ nn , отримано вперше. Знайдено також вектори 

Т0-топологій з вагою з проміжку (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1] на п-елементній множині, не 

узгоджених з 0Т -топологіями близькими до дискретної на (𝑛𝑛 − 1)-елементній 

множині. Моделюючи топології векторами, ми знайшли всі класи топологій з 

вагою з проміжку (2𝑛𝑛−2, 2𝑛𝑛−1], в яких всі топології є узгодженими з близькими 

до дискретної та довели існування класів, в яких немає жодної такої Т0-

топології. Знайдено такі натуральні числа 2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1, для яких не існує 

жодної топології з вагою 𝑚𝑚.  

Таким чином, в дисертаційній роботі містяться результати, які мають 

важливе теоретичне і практичне значення. Отримали подальший розвиток 

методи представлення топологій векторами топологій та 2-КНФ булевих 

функцій. Суттєво використано поняття узгодженості топологій на п-елементній 

та (п-1)-елементній множинах Досліджено структуру 𝑚𝑚-класів топологій для 

2𝑛𝑛−2 < 𝑚𝑚 ≤ 2𝑛𝑛−1, причому 𝑚𝑚-класи топологій для 42 252 −− ⋅<< nn m  

досліджено вперше. Подальший розвиток теорії топологій на скінченних 

множинах сприятиме поглибленню використання топологічної структури в 

таких галузях знань як хімія, інформатика, геометрія на скінченних множинах, 

гомотопічна топологія, теорія розпізнавання образів. 
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Додаток А 

 

 

Програма для побудови 2-КНФ булевої функції для 63 ≤≤ n  

 
{ Програма реалізована мовою програмування Turbo Pascal 7.0. 

Постановка задачі: 

Задати будь-яку булеву функцію n- змінних, де 3<n<6. Необхідно знайти 

максимальну 2-КНФ для цієї функції.} 
 

uses graphABC,crt; 

var 

   i,j,k,n,m: integer; 

   F:  array[1..64] of integer; 

   X1: array[1..64] of integer; 

   X2: array[1..64] of integer; 

   X3: array[1..64] of integer; 

   X4: array[1..64] of integer; 

   X5: array[1..64] of integer; 

   X6: array[1..64] of integer; 
 

Procedure Peremen3; { процедура вводить змінні для функції 3-змінних } 

begin 

  for i:=1 to 4 do X1[i]:=0; 

  for i:=5 to 8 do X1[i]:=1; 

  for i:=1 to 2 do X2[i]:=0; 

  for i:=3 to 4 do X2[i]:=1; 

  for i:=5 to 6 do X2[i]:=0; 

  for i:=7 to 8 do X2[i]:=1; 

  for k:=0 to 3 do begin i:=2*k+1; X3[i]:=0 end; 

  for k:=1 to 4 do begin i:=2*k; X3[i]:=1 end; 

end; 
 

Procedure Peremen4; { процедура вводить змінні для функції 4-змінних } 

begin 

  for i:=1 to 8 do X1[i]:=0; 

  for i:=9 to 16 do X1[i]:=1; 

  for i:=1 to 4 do X2[i]:=0; 

  for i:=5 to 8 do X2[i]:=1; 
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  for i:=9 to 12 do X2[i]:=0; 

  for i:=13 to 16 do X2[i]:=1; 

  for k:=0 to 3 do begin i:=4*k+1; X3[i]:=0 end; 

  for k:=0 to 3 do begin i:=4*k+2; X3[i]:=0 end; 

  for k:=0 to 3 do begin i:=4*k+3; X3[i]:=1 end; 

  for k:=0 to 3 do begin i:=4*k+4; X3[i]:=1 end; 

  for k:=0 to 7 do begin i:=2*k+1; X4[i]:=0 end; 

  for k:=1 to 8 do begin i:=2*k; X4[i]:=1 end; 

end; 
 

Procedure Peremen5; { процедура вводить змінні для функції 5-змінних } 

begin 

  for i:=1 to 16 do X1[i]:=0; 

  for i:=17 to 32 do X1[i]:=1; 
 

  for i:=1 to 8 do X2[i]:=0; 

  for i:=9 to 16 do X2[i]:=1; 

  for i:=17 to 24 do X2[i]:=0; 

  for i:=25 to 32 do X2[i]:=1; 
 

  for i:=1 to 4 do X3[i]:=0; 

  for i:=5 to 8 do X3[i]:=1; 

  for i:=9 to 12 do X3[i]:=0; 

  for i:=13 to 16 do X3[i]:=1; 

  for i:=17 to 20 do X3[i]:=0; 

  for i:=21 to 24 do X3[i]:=1; 

  for i:=25 to 28 do X3[i]:=0; 

  for i:=29 to 32 do X3[i]:=1; 
 

  for k:=0 to 7 do begin i:=4*k+1; X4[i]:=0 end; 

  for k:=0 to 7 do begin i:=4*k+2; X4[i]:=0 end; 

  for k:=0 to 7 do begin i:=4*k+3; X4[i]:=1 end; 

  for k:=0 to 7 do begin i:=4*k+4; X4[i]:=1 end; 
 

  for k:=0 to 15 do begin i:=2*k+1; X5[i]:=0 end; 

  for k:=1 to 16 do begin i:=2*k; X5[i]:=1 end; 

end; 
 

Procedure Peremen6; { процедура вводить змінні для функції 6-змінних } 

begin 

  for i:=1 to 32 do X1[i]:=0; 
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  for i:=33 to 64 do X1[i]:=1; 
 

  for i:=1 to 16 do X2[i]:=0; 

  for i:=17 to 32 do X2[i]:=1; 

  for i:=33 to 48 do X2[i]:=0; 

  for i:=49 to 64 do X2[i]:=1; 
 

  for i:=1 to 8 do X3[i]:=0; 

  for i:=9 to 16 do X3[i]:=1; 

  for i:=17 to 24 do X3[i]:=0; 

  for i:=25 to 32 do X3[i]:=1; 

  for i:=33 to 40 do X3[i]:=0; 

  for i:=41 to 48 do X3[i]:=1; 

  for i:=49 to 56 do X3[i]:=0; 

  for i:=57 to 64 do X3[i]:=1; 
 

  for i:=1 to 4 do X4[i]:=0; 

  for i:=5 to 8 do X4[i]:=1; 

  for i:=9 to 12 do X4[i]:=0; 

  for i:=13 to 16 do X4[i]:=1; 

  for i:=17 to 20 do X4[i]:=0; 

  for i:=21 to 24 do X4[i]:=1; 

  for i:=25 to 28 do X4[i]:=0; 

  for i:=29 to 32 do X4[i]:=1; 

  for i:=33 to 36 do X4[i]:=0; 

  for i:=37 to 40 do X4[i]:=1; 

  for i:=41 to 44 do X4[i]:=0; 

  for i:=45 to 48 do X4[i]:=1; 

  for i:=49 to 52 do X4[i]:=0; 

  for i:=53 to 56 do X4[i]:=1; 

  for i:=57 to 60 do X4[i]:=0; 

  for i:=61 to 64 do X4[i]:=1; 
   

  for k:=0 to 15 do begin i:=4*k+1; X5[i]:=0 end; 

  for k:=0 to 15 do begin i:=4*k+2; X5[i]:=0 end; 

  for k:=0 to 15 do begin i:=4*k+3; X5[i]:=1 end; 

  for k:=0 to 15 do begin i:=4*k+4; X5[i]:=1 end; 

  for k:=0 to 31 do begin i:=2*k+1; X6[i]:=0 end; 

  for k:=1 to 32 do begin i:=2*k; X6[i]:=1 end; 

end; 
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Procedure A; { процедура визначає диз'юнктори для ¬X1} 

  begin 

 m:=0; 

    for i:=1 to 8*j do 

      begin 

      if m=0 then 

        begin 

        if F[i]=1 then 

         begin 

          if X1[i]=1 then 

            begin 

            if X2[i]=0 then m:=m+1; 

            if X3[i]=0 then m:=m+1; 

            if n>=4 then begin 

            if X4[i]=0 then m:=m+1; end; 

            if n>=5 then begin 

            if X5[i]=0 then m:=m+1; end; 

            if n>=6 then begin 

            if X6[i]=0 then m:=m+1; end; 

            end; 

              if (m>0) and (m<n-1) then 

                begin 

                if X2[i]=1 then Write('(¬X1vX2)'); 

                if X3[i]=1 then Write('(¬X1vX3)'); 

                if (m<n-1) then begin 

                if X4[i]=1 then Write('(¬X1vX4)'); end; 

                if (m<n-1) then begin 

                if X5[i]=1 then Write('(¬X1vX5)'); end; 

                if (m<n-1) then begin 

                if X6[i]=1 then Write('(¬X1vX6)'); end; 

                end; 

          end; 

        end; 

      end; 

      if m=0 then begin Write('(¬X1vX2)(¬X1vX3)'); 

                if n>=4 then begin Write('(¬X1vX4)'); end; 

                if n>=5 then begin Write('(¬X1vX5)'); end; 

                if n>=6 then begin Write('(¬X1vX6)'); end; end; 
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  end; 
 

Procedure B; { процедура визначає диз'юнктори для ¬X2} 

  begin 

 m:=0; 

    for i:=1 to 8*j do 

      begin 

      if m=0 then 

        begin 

        if F[i]=1 then 

          begin 

          if X2[i]=1 then 

            begin 

            if X1[i]=0 then m:=m+1; 

            if X3[i]=0 then m:=m+1; 

            if n>=4 then begin 

            if X4[i]=0 then m:=m+1; end; 

            if n>=5 then begin 

            if X5[i]=0 then m:=m+1; end; 

            if n>=6 then begin 

            if X6[i]=0 then m:=m+1; end; 

            end; 

              if (m>0) and (m<n-1) then 

                begin 

                if X1[i]=1 then Write('(X1v¬X2)'); 

                if X3[i]=1 then Write('(¬X2vX3)'); 

                if (m<n-1) then begin 

                if X4[i]=1 then Write('(¬X2vX4)'); end; 

                if (m<n-1) then begin 

                if X5[i]=1 then Write('(¬X2vX5)'); end; 

                if (m<n-1) then begin 

                if X6[i]=1 then Write('(¬X2vX6)'); end; 

                end; 

            end; 

          end; 

        end; 

        if m=0 then begin Write('(X1v¬X2)(¬X2vX3)'); 

                if n>=4 then begin Write('(¬X2vX4)'); end; 

                if n>=5 then begin Write('(¬X2vX5)'); end; 



 111 

                if n=6 then begin Write('(¬X2vX6)'); end; end; 

  end; 
 

Procedure C; { процедура визначає диз'юнктори для ¬X3} 

  begin 

  m:=0; 

    for i:=1 to 8*j do 

      begin 

      if m=0 then 

        begin 

        if F[i]=1 then 

          begin 

          if X3[i]=1 then 

            begin 

            if X1[i]=0 then m:=m+1; 

            if X2[i]=0 then m:=m+1; 

            if n>=4 then begin 

            if X4[i]=0 then m:=m+1; end; 

            if n>=5 then begin 

            if X5[i]=0 then m:=m+1; end; 

            if n>=6 then begin 

            if X6[i]=0 then m:=m+1; end; 

            end; 

              if (m>0) and (m<n-1) then 

                begin 

                if X1[i]=1 then Write('(X1v¬X3)'); 

                if X2[i]=1 then Write('(X2v¬X3)'); 

                if (m<n-1) then begin 

                if X4[i]=1 then Write('(¬X3vX4)'); end; 

                if (m<n-1) then begin 

                if X5[i]=1 then Write('(¬X3vX5)'); end; 

                if (m<n-1) then begin 

                if X6[i]=1 then Write('(¬X3vX6)'); end; 

                end; 

            end; 

        end; 

      end; 

     if m=0 then begin Write('(X1v¬X3)(X2v¬X3)'); 

                if n>=4 then begin Write('(¬X3vX4)'); end; 
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                if n>=5 then begin Write('(¬X3vX5)'); end; 

                if n=6 then begin Write('(¬X3vX6)'); end; end; 

  end; 
 

Procedure D; { процедура визначає диз'юнктори для ¬X4} 

  begin 

  m:=0; 

    for i:=1 to 8*j do 

      begin 

      if m=0 then 

        begin 

        if F[i]=1 then 

          begin 

          if X4[i]=1 then 

            begin 

            if X1[i]=0 then m:=m+1; 

            if X2[i]=0 then m:=m+1; 

            if X3[i]=0 then m:=m+1; 

            if n>=5 then begin 

            if X5[i]=0 then m:=m+1; end; 

            if n>=6 then begin 

            if X6[i]=0 then m:=m+1; end; 

            end; 

              if (m>0) and (m<n-1) then 

                begin 

                if X1[i]=1 then Write('(X1v¬X4)'); 

                if X2[i]=1 then Write('(X2v¬X4)'); 

                if X3[i]=1 then Write('(X3v¬X4)'); 

                if (m<n-1) then begin 

                if X5[i]=1 then Write('(¬X4vX5)'); end; 

                if (m<n-1) then begin 

                if X6[i]=1 then Write('(¬X4vX6)'); end; 

                end; 

            end; 

          end; 

        end; 

        if m=0 then begin Write('(X1v¬X4)(X2v¬X4)(X3v¬X4)'); 

                if n>=5 then begin Write('(¬X4vX5)'); end; 

                if n=6 then begin Write('(¬X4vX6)'); end; end; 
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  end; 
 

Procedure E; { процедура визначає диз'юнктори для ¬X5} 

  begin 

  m:=0; 

    for i:=1 to 8*j do 

      begin 

      if m=0 then 

        begin 

        if F[i]=1 then 

          begin 

          if X5[i]=1 then 

            begin 

            if X1[i]=0 then m:=m+1; 

            if X2[i]=0 then m:=m+1; 

            if X3[i]=0 then m:=m+1; 

            if X4[i]=0 then m:=m+1; 

            if n>=6 then begin 

            if X6[i]=0 then m:=m+1; end; 

            end; 

              if (m>0) and (m<n-1) then 

                begin 

                if X1[i]=1 then Write('(X1v¬X5)'); 

                if X2[i]=1 then Write('(X2v¬X5)'); 

                if X3[i]=1 then Write('(X3v¬X5)'); 

                if X4[i]=1 then Write('(X4v¬X5)'); 

                if (m<n-1) then begin 

                if X6[i]=1 then Write('(¬X5vX6)'); end; 

                end; 

            end; 

          end; 

        end; 

        if m=0 then begin Write('(X1v¬X5)(X2v¬X5)(X3v¬X5)(X4v¬X5)'); 

                if n=6 then begin Write('(¬X5vX6)'); end; end; 

  end; 
 

Procedure G; { процедура визначає диз'юнктори для ¬X6} 

  begin 

  m:=0; 
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    for i:=1 to 8*j do 

      begin 

      if m=0 then 

        begin 

        if F[i]=1 then 

          begin 

          if X6[i]=1 then 

            begin 

            if X1[i]=0 then m:=m+1; 

            if X2[i]=0 then m:=m+1; 

            if X3[i]=0 then m:=m+1; 

            if X4[i]=0 then m:=m+1; 

            if X5[i]=0 then m:=m+1; 

            end; 

              if (m>0) and (m<n-1) then 

                begin 

                if X1[i]=1 then Write('(X1v¬X6)'); 

                if X2[i]=1 then Write('(X2v¬X6)'); 

                if X3[i]=1 then Write('(X3v¬X6)'); 

                if X4[i]=1 then Write('(X4v¬X6)'); 

                if X6[i]=1 then Write('(X5v¬X6)'); 

                end; 

            end; 

          end; 

      end; 

  if m=0 then begin Write('(X1v¬X6)(X2v¬X6)(X3v¬X6)(X4v¬X6)(X5v¬X6)'); end; 

  end; 
 

Begin 

Writeln('Програма для знаходження 2-КНФ для заданої булевої функції'); 

Writeln('n-змінних за мінімальним околом'); 

Writeln('Введіть кількість змінних булевої функції:'); 

Write('n='); 

  readln (n); 

  if n=3 then j:=1; 

  if n=4 then j:=2; 

  if n=5 then j:=4; 

  if n=6 then j:=8; 

Writeln('Введіть булеву функцію:'); 
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  for i:= 1 to 8*j do 

  begin 

        readln (F[i]); 

  end; 

  for i:= 1 to 8*j do 

     if F[i]>1 then 

  begin 

    Writeln('Некоректне введення'); 

    HAlT 

  end; 
 

{for i:= 1 to 8*j do 

    if F[i]=1 then 

    begin 

    Writeln('(f)=1'); 

    HAlT 

  end;} 
 

if F[1]=0 then 

begin 

  Writeln('2-КНФ особливого виду для заданої булевої функції не існує'); 

  HAlT 

end; 
 

if F[8*j]=0 then 

begin 

  Writeln('2-КНФ особливого виду для заданої булевої функції не існує'); 

  HAlT 

end; 
 

Write('2-КНФ(f)='); 

if n=3 then begin Peremen3; A;B;C;end; {виклик процедур} 

if n=4 then begin Peremen4; A;B;C;D;end; {виклик процедур} 

if n=5 then begin Peremen5; A;B;C;D;E;end; {виклик процедур} 

if n=6 then begin Peremen6; A;B;C;D;E;G;end; {виклик процедур} 
 

End. 
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Рисунок А.1 – Скрін побудови 2-КНФ булевої функції для 3=n  

 

Рисунок А.2 – Скрін побудови 2-КНФ булевої функції для 5=n  
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