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АНОТАЦІЯ  

 

 

Дмитрів К.М. Контактна взаємодія тіл з покриттями за наявності 

зношування. – Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора філософії за 

спеціальністю 113 «Прикладна математика». – Запорізький національний 

університет, Запоріжжя, 2025. 

Дисертаційна робота присвячена розв’язанню зносоконтактних задач 

теорії пружності в плоскій та осесиметричній постановках в умовах незмінної 

площадки конформного контакту та змінної (параболоїдний круговий в плані 

штамп) при лінійному та степеневому законах зношування та лінійному та 

степеневому законах деформування тонкого покриття, а також аналізу 

контактних характеристик на стадії припрацювання, а у деяких випадках – ще 

й на стадії усталеного зносу. 

У вступі обґрунтовано актуальність тематики дослідження, 

сформульовано мету, завдання дослідження, об’єкти, методи та предмети 

дослідження, розкрито наукову новизну та практичне значення отриманих 

результатів. Описано особистий внесок здобувача, виконаних у співавторстві, 

подано дані щодо апробації результатів дисертації наведено перелік 

публікацій, в яких відображено результати дисертаційної роботи. 

У першому розділі викладено огляд сучасного стану досліджуваної 

проблеми і публікацій, присвячених задачам, які вирішуються у даній роботі. 

Надано короткий огляд розвитку загальної галузі контактної механіки та її 

розділу – зносоконтактних задач. Зазначено, що покриття використовуються 

для запобігання швидкому руйнування. Далі наведено огляд деяких публікацій 

щодо контактних задач за наявності покриття у контактуючих тіл, висвітлено 

відомі факти стосовно Вінклерівського моделювання покриття та  законів його 

деформування – лінійного та степеневого. Для спрощення розв’язання 

зносоконтактних задач в значній кількості опублікованих робіт застосовано 



3 
 

лінійну залежність між швидкість зносу та контактним тиском, що відповідає 

лінійному закону зношування. В розділі описано використання в 

дослідженнях загального степеневого закону зношування. Наведено огляд 

публікацій, в яких вивчається конформно узгоджений контакт. Далі виписані 

рівняння умов контакту в задачі зношування тонкого покриття, методи, на 

яких засновані підходи до розв’язання та дослідження поставлених задач. 

Виділено коло невирішених задач. 

Для подальшого важливо зазначити, що у дисертації дослідження 

проводяться на проміжку часу, на якому відсутній повний знос покриття. 

Другий розділ присвячений розв’язанню плоскої контактної задачі про 

зношування за степеневим законом тонкого пружного шару при ковзанні по 

ньому штампа за постійного нормального навантаження. Розглянуто два 

випадки конформно узгодженого контакту штампа і покриття. Випадок 1 – 

обидві поверхні плоскі та випадок 2 – конформний контакт визначається 

осцилюючою тригонометричною функцією. При цьому область контакту є 

фіксованою. 

Для розв’язання цієї та всіх наступних задач дисертації застосовується 

метод дискретизації часу. На кожному часовому кроці інтегральне рівняння, 

що моделює контактну взаємодію, зведено до операторного рівняння 

Фредгольма другого роду, яке має єдиний розв’язок. Для випадку 1 отримано 

аналітичний і чисельний розв’язки, у випадку 2 – чисельний. Аналітичний 

розв’язок подано степеневим рядом з невідомими коефіцієнтами, які можна 

знайти з нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Наближено 

аналітичний розв’язок знайдено за допомогою методу редукції. Чисельне 

розв’язання передбачає заміну інтегрального рівняння системою лінійних 

алгебраїчних рівнянь відносно дискретних значень функції контактного тиску. 

Отримано висновок про ефективність наближено аналітичного підходу 

розв’язання над чисельним для випадку 1 на відміну від випадку 2. 

Проведено аналіз числових результатів. Зокрема, у випадку 2 

конформного контакту розподіл контактного тиску в кожен момент часу 
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характеризується функцією, локальні екстремуми якої протилежні 

екстремумам функції, що визначає форму штампа. Проведено аналіз 

узгодженості зносоконтактних характеристик у двох випадках. 

Аналіз числових результатів підтвердив, що на стадії припрацювання 

контактні характеристики змінюють свою поведінку, у той час як на стадії 

усталеного зносу контактний тиск та форма профілю зношеної поверхні 

стабілізуються, а у випадку різних форм конформного контакту функції тиску 

стають близькими за значеннями. 

Отримано висновок, що вплив степеневого закону зношування 

характеризується сповільненням процесу зношування у порівнянні з лінійним 

законом. 

У третьому розділі розглянуто осесиметричну задачу про зношування 

тонкого шару-покриття кільцевим в плані штампом при його обертанні 

навколо своєї осі. Тут досліджуються два закони зношування – лінійний та 

степеневий. Як продовження досліджень розділу другого, за незмінної в часі 

площадки контакту розглядаються два аналогічних випадки конформного 

контакту. 

У розділі виписано систему інтегральних рівнянь, яка моделює цю 

задачу. На кожному часовому кроці знайдено умови, за яких лінійне 

інтегральне рівняння контактної взаємодії має єдиний розв’язок, а систему 

інтегральних рівнянь розв’язано чисельно. 

Отримано числові результати для різних значень параметрів кільця при 

лінійному та степеневому законах зношування. У кожному випадку проведено 

аналіз контактних характеристик на стадіях припрацювання та усталеного 

зносу. Зокрема, виявлено поступову за часом зміну поведінки функції 

контактного тиску під штампом та профілю зношеної поверхні покриття. 

Спостерігаються загальні закономірності поведінки контактних 

характеристик на стадії усталеного зносу щодо їхньої стабілізації. 

Проаналізовано вплив розмірів кільця, закону зношування і осцилюючої 

функції конформного контакту на контактні характеристики. Зокрема, 
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досліджено поведінку контактних характеристик при наближені до нуля 

внутрішнього радіусу кільця: в точках, близьких до центру: знос залишається 

незначним протягом часу, а тиск суттєво збільшується. 

У четвертому розділі досліджено осесиметричну задачу про зношування 

за степеневим законом тонкого покриття кільцевим у плані штампом при його 

обертанні навколо своєї осі. На відміну від попередніх розділів, неплоский 

конформний контакт визначається функцією квадратичного типу. 

Особливість розділу полягає у вивченні степеневого закону 

деформування покриття Вінклерівського типу, який визначає інтегральне 

рівняння на кожному часовому кроці, яке зводиться до рівняння 

Гаммерштейна. Знайдено умови існування єдиного розв’язку рівняння. Для 

розв’язання системи рівнянь на кожному кроці застосовується чисельне 

інтегрування методом квадратур в комбінації з методом послідовних 

наближень. 

Проаналізовано вплив розмірів кільця, закону деформування покриття і 

функції конформного контакту на характеристики контактної взаємодії на 

різних стадіях процесу зношування. В обох випадках конформного контакту 

показник степеневого закону деформування покриття впливає на 

згладжування функції контактного тиску і на максимальне та мінімальне 

значення контактного тиску так, що степеневому законові відповідає менший 

перепад між максимальним та мінімальним значеннями тиску. 

Виявлено ефект «інверсії» впливу показника степеневого закону 

деформування покриття на контактний тиск та знос покриття. 

Поведінка контактних характеристик при наближенні до нуля 

внутрішнього радіуса кільця, як за лінійного, так і за степеневого закону 

деформування покриття, аналогічна до отриманої у третьому розділі. Суттєве 

збільшення тиску в точках кільця на внутрішній межі малого радіусу потребує 

додаткового вивчення у випадку кругового в плані штампа. Саме цим 

продиктовано вивчення задач наступного розділу. 
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У п’ятому розділі вивчено осесиметричну задачу про зношування 

тонкого покриття круговим в плані штампом при його обертанні навколо своєї 

осі. Застосовано степеневий закон зношування та лінійний закон 

деформування покриття. Вивчено два типи штампів: циліндричний штамп, що 

має плоску підошву, і штамп, що має форму параболоїда обертання. Для 

першого штампа площадка контакту є незмінною, для другого – змінною та 

зростаючою в часі у процесі зношування. 

На кожному кроці дискретизованого часу визначаються інтегральні 

рівняння задачі, які досліджено на існування єдиного розв’язку. Лінійний 

закон деформування покриття на кожному часовому кроці визначає лінійні 

операторні рівняння Фредгольма другого роду з неперервними розв’язками на 

відрізках задання. 

До розв’язання систем інтегральних рівнянь на нульовому часовому 

кроці для кожного типу штампа застосовано наближено-аналітичний підхід 

(як в розділі 2). На цьому та на інших кроках застосовано чисельний підхід, 

заснований на чисельному інтегруванні. 

Особливість зносоконтактної задачі для параболоїдного штампа полягає 

у необхідності визначення невідомого радіусу площадки контакту. 

Запропоновано два способи чисельного розв’язання такої задачі. Перший – 

заснований на однократному обчисленні матриці системи рівнянь, а другий – 

на багаторазовому її обчисленні для кожного з відрізків інтегрування з 

довжиною, що визначає наближений радіус площадки контакту. 

Порівняльний аналіз значень контактних характеристик у випадку 

параболоїдного штампа, отриманих двома способами, показав, що відхилення 

в значеннях збільшується з часом, і не перевищує 7%. Тому перший спосіб, 

який вимагає менше обчислювального часу, придатний для наближених 

обчислень. 

Проаналізовано особливості поведінки контактних характеристик на 

стадії припрацювання. Виявлено, що для обох типів штампів в центрі 
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площадки контакту знос наближено дорівнює нулю. Водночас, значення 

контактного тиску в цій точці в процесі зношування суттєво збільшується. 

Проведено обчислювальний експеримент і продемонстровано наявність 

граничної узгодженості між контактними характеристиками циліндричних 

штампів з плоскими підошвами – кільцевих в плані з внутрішніми радіусами, 

що прямують до нуля, та кругового в плані. 

Для обох типів кругових в плані штампів спостерігаються пікоподібні 

максимуми функції контактного тиску в центрі площадки контакту, які з часом 

загострюються. В точках такого типу з часом можуть статися незворотні 

пластичні деформації. Зазначений ефект потрібно враховувати при 

розрахунках на міцність та надійність. 

На основі виконаного дослідження за кожним розділом сформульовано 

висновки, а також зроблені висновки за дисертаційною роботою. 

У дисертаційній роботі отримано такі наукові результати в рамках 

лінійної теорії пружності: в умовах незмінної площадки контакту 

запропоновано та проведено аналіз можливості застосування наближено-

аналітичного та/або чисельного підходу розв’язування класів зносоконтактних 

задач у плоскій та осесиметричній постановках при різних законах 

зношування та деформування покриття у випадку штампа з плоскою 

підошвою, а у випадку неплоских форм конформно узгодженого контакту 

розв’язки знайдено вперше; проведено аналіз поведінки контактних 

характеристик на стадіях припрацювання та усталеного зносу; розроблено два 

підходи для отримання чисельного розв’язку та вперше проведено аналіз на 

стадії припрацювання числових результатів осесиметричної зносоконтактної 

задачі для параболоїдного штампа, що обертаються навколо власної осі, що 

передбачають пошук радіусів змінної в часі кругової площадки контакту; 

вперше проведено аналіз поведінки у процесі припрацювання функції 

зносоконтактного тиску під циліндричним та параболоїдним круговими 

штампами та виявлено ефект суттєвого збільшення тиску у центрі площадки 

контакту у вигляді пікоподібного максимуму. 
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Оскільки зношування є одним з основних видів руйнування та найбільш 

розповсюдженою причиною виходу деталей та механізмів з ладу, то отримані 

результати щодо розподілу тиску під штампом, форми профілю зношеної 

поверхні, значення осідання штампа мають практична цінність для 

розрахунків на міцність, зносостійкість, жорсткість. 

Ключові слова: плоска та осесиметрична контактні задачі зношування, 

кільцевий та круговий у плані штампи з плоскими підошвами, параболоїдний 

штамп, закони зношування, лінійний та нелінійний закони деформування 

пружного шару-покриття, конформний контакт, постійне навантаження, 

дискретна модель за часом, обчислення інтеграла методом квадратур, метод 

редукції. 

 

 

ABSTRACT 

 

 

Dmytriv K.M. Contact interaction of bodies with coatings in the presence 

of wear. – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript. Dissertation 

for the degree of Doctor of Philosophy in specialty 113 «Applied Mathematics». – 

Zaporizhzhia National University, Zaporizhzhia, 2025. 

The dissertation is devoted to solving wear-contact problems of the elasticity 

theory in plane and axisymmetric formulations under conditions of a constant 

conformal contact area and a changing one (a paraboloid punch circular in plan) 

according to linear and power wear laws, linear and power deformation laws of a 

thin coating, as well as the analysis of contact characteristics during the running-in 

stage, and in some cases, during the steady wear stage. 

The introduction substantiates the relevance of the research topic, formulates 

the aim, objectives, research objects, methods, and subjects of the study, and outlines 

the scientific novelty and practical significance of the obtained results. The personal 

contribution of the applicant performed in co-authorship is described, and data on 
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the approbation of the dissertation results are presented along with a list of 

publications reflecting these results. 

The first chapter provides an overview of the current state of the studied 

problem and publications devoted to the problems that are solved in this work. A 

brief overview of the development of contact mechanics in general and its wear-

contact problems in particular is provided. It is noted that coatings are used to 

prevent rapid destruction. The following is a review of some publications on contact 

problems involving coated contacting bodies, highlighting known facts about 

Winkler-type modeling of coatings and various deformation laws, both linear and 

power ones. To simplify the solution of wear-contact problems, in a significant 

number of published works, a linear relationship between the wear rate and contact 

pressure is assumed, corresponding to the linear wear law. The chapter describes the 

use of a general power wear law in research. A review of some publications on 

conformally matched contact is given. Further, the contact condition equations in 

the thin coating wear problem are listed along with the methods forming the basis of 

the approaches used to solve and study the problems. Unsolved problems are 

highlighted. 

It is important to note that in the dissertation, the research is conducted during 

a period of time when there is no complete wear of the coating. 

The second chapter is devoted to solving the planar contact wear problem 

under a power law for a thin elastic layer when a punch slides over it under a constant 

normal load. Two cases of conformally matched contact of punch and coating are 

considered. In case 1, both surfaces are flat, and in case 2, the conformal contact is 

defined by an oscillating trigonometric function. The contact area is fixed. 

To solve this and all subsequent problems of the dissertation, a time 

discretization method is applied. At each time step, the integral equation modeling 

the contact interaction is reduced to the Fredholm operator equation of the second 

kind, which has a single solution. Analytical and numerical solutions are obtained 

for case 1, and only numerical one for case 2. The analytical solution is expressed 

as a power series with unknown coefficients, which can be found from an infinite 
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system of linear algebraic equations. The approximate analytical solution is found 

using the reduction method. The numerical solution involves replacing the integral 

equation with a system of linear algebraic equations with unknown discrete values 

of the contact pressure function. We concluded that the approximate analytical 

solution approach is more effective than the numerical one for case 1, as opposed to 

case 2. 

The analysis of numerical results is carried out. In particular, for the conformal 

contact case 2, the contact pressure distribution at each moment in time is described 

by a function exhibiting local extrema opposite to those of the function defining the 

punch shape. An analysis of the consistency of wear-contact characteristics in two 

cases is discussed. 

The analysis of numerical results confirms that during the running-in stage, 

the contact characteristics change their behavior, while during the steady wear stage, 

contact pressure and the profile shape of the worn surface stabilize, and for different 

conformal contact shapes, the pressure functions become close in values. 

It is concluded that the power wear law slows down the wear process 

compared to the linear law. 

The third chapter considers an axisymmetric problem of wear of a thin coating 

layer by an annular punch during its rotation around its axis. Both linear and power 

wear laws are studied here. As a continuation of the research of the second chapter, 

two similar conformal contact cases with time-invariant contact areas are 

considered. 

The chapter presents a system of integral equations modeling this problem. At 

each time step, conditions for having a unique solution of the linear integral equation 

of the contact interaction are found, and the system of integral equations is solved 

numerically. 

Numerical results are obtained for different values of annular parameters 

under both linear and power wear laws. In each case, contact characteristics are 

analyzed during the running-in and steady-state stages. In particular, a gradual 

change over time in the behavior of the contact pressure function under the punch 
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and profile of the worn coating surface is revealed. General patterns of stabilization 

of contact characteristics during steady wear are observed. 

The influence of the annular size, the wear law, and the oscillating function of 

the conformal contact on the contact characteristics is analyzed. In particular, the 

behavior of the contact characteristics is investigated when the inner radius of the 

annular approaches zero: at points close to the center, wear remains insignificant 

over time, while the pressure increases significantly. 

The fourth chapter considers an axisymmetric wear problem under the power 

law wear of a thin coating by an annular punch during its rotation around its axis. 

Unlike previous chapters, the non-planar conformal contact is defined by a quadratic 

function. 

This chapter is notable for examining the power law of deformation of the 

Winkler-type coating, which determines the integral equation at each time step, 

leading to a Hammerstein equation. Conditions for the existence of a unique solution 

of the equation are established. To solve the system of equations at each step, 

numerical integration by the quadrature method is applied, combined with the 

method of successive approximations. 

The influence of the ring size, the coating deformation law, and the conformal 

contact function on the characteristics of contact interaction at different wear stages 

is analyzed. In both cases of conformal contact, the power law index of the coating 

deformation affects the smoothing of the contact pressure function and the maximum 

and minimum values of the contact pressure in such a way that the power law 

corresponds to a smaller difference between the maximum and minimum pressure 

values. 

An "inversion" effect in the influence of the power law index of the coating 

deformation on the contact pressure and coating wear is revealed. 

The behavior of the contact characteristics as the inner radius of the ring 

approaches zero, both for linear and power law coating deformation, is similar to 

that obtained in the third chapter. A significant increase in pressure at the inner 
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boundary points of the ring with a small radius requires further study in the case of 

a circular punch in plan, prompting the next chapter. 

The fourth chapter considered an axisymmetric problem of power-law wear 

of a thin coating by a annular punch during its rotation around its axis. Unlike the 

previous sections, the non-planar conformal contact is defined by a quadratic-type 

function. 

The peculiarity of the section is the study of the power law of deformation of 

the Winkler-type coating, which determines the integral equation at each time step, 

which is reduced to the Hammerstein equation. Conditions for the existence of a 

unique solution of the equation are found. To solve the system of equations at each 

step, numerical integration by quadrature method is applied in combination with the 

method of successive approximations. 

The influence of the ring size, the law of coating deformation and the function 

of conformal contact on the characteristics of contact interaction at different stages 

of the wear process is analyzed. The patterns of gradual change in the contact 

pressure function over time are revealed. In both cases of consistent contact, the 

power law index of the coating deformation affects the smoothness of the contact 

pressure function and the maximum and minimum values of the contact pressure so 

that the power law corresponds to a smaller difference between the maximum and 

minimum pressure values. 

The effect of "inversion" of the influence of the power law index of the coating 

deformation on the contact pressure and wear of the coating was revealed. 

The behavior of the contact characteristics when the inner radius of the ring 

approaches zero, both for linear and power law coating deformation, is similar to 

that obtained in the third section. A significant increase in pressure at the points of 

the ring on the inner boundary of a small radius requires additional study in the case 

of a circular punch in plan. This is what dictates the study of the problems of the 

next chapter. 

The fifth chapter explores an axisymmetric wear problem of a thin coating by 

a circular punch during its rotation around its axis under a constant normal load. The 
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power wear law and the linear law of coating deformation are applied. Two types of 

punches are studied. These are a cylindrical punch with a flat foundation and a punch 

in the shape of a paraboloid of rotation. For the first punch, the contact area is 

constant, and for the second one, it is changing and increases in time during the wear 

process. 

At each step of the discretized time, the integral equations of the problem are 

formulated and investigated for the existence of a unique solution. The linear 

deformation law of the coating at each time step leads to linear Fredholm operator 

equations of the second kind with continuous solutions on the given segments. 

An approximate analytical approach (as in Chapter 2) is applied to the solution 

of the systems of integral equations at the initial time step for both punch types. At 

this and other steps, a numerical method based on numerical integration is applied. 

For a paraboloid punch, the contact wear problem requires determining the 

unknown radius of the contact area. Two methods of numerical solution of such a 

problem are proposed. The first approach is based on a single calculation of the 

system matrix, while the second one involves multiple calculations for each 

integration segment with a length that determines the approximate contact area 

radius.  

A comparative analysis of the contact characteristics in the case of a 

paraboloid punch, using both methods, shows that the deviation in the values 

increases with time but does not exceed 7%. Therefore, the first method is suitable 

for approximate calculations due to its lower computational cost. 

Peculiarities of the behavior of contact characteristics at the running-in stage 

are analyzed. For both types of punches wear at the center of the contact area is 

approximately zero. However, the value of the contact pressure at this point 

increases significantly during the wear process. 

A computational experiment is conducted, and it demonstrates limiting 

consistency between the contact characteristics of the cylindrical punches with a flat 

foundation (annular in plan with inner radii approaching zero) and circular in plan 

ones. 
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For both types of circular punches, there are peak-shaped maxima of the 

contact pressure function in the center of the contact area, which sharpen over time. 

Irreversible plastic deformations can occur at points of this type over time. This 

effect must be taken into account when calculating strength and reliability. 

Based on the research conducted for each chapter, conclusions are drawn, as 

well as overall conclusions of the dissertation paper. 

In the dissertation, the following scientific results within the field of the linear 

elasticity theory are obtained: for constant contact areas, an analysis of the 

possibility of applying an approximate analytical and/or numerical approach to 

solving classes of wear-contact problems in plane and axisymmetric settings with 

different wear laws and coating deformation in the case of a punch with a flat 

foundation is proposed and carried out, and in the case of non-planar forms of 

conformally agreed contact, solutions are found for the first time; an analysis of the 

behavior of the contact characteristics at the stages of running-in and steady wear is 

studied; two approaches for obtaining a numerical solution are developed, and for 

the first time an analysis of the numerical results of the axisymmetric wear-contact 

problem for a paraboloid punch rotating around its own axis is carried out at the 

running-in stage, which involves time-varying contact area radius determination; for 

the first time, an analysis of the behavior of the wear contact pressure function during 

the running-in stage is carried out for cylindrical and paraboloid circular punches, 

revealing a significant increase in pressure in the center of the contact area in the 

form of a peak-shaped maximum. 

Since wear is one of the main types of destruction and the most common cause 

of failure of parts and mechanisms, the obtained results regarding the distribution of 

pressure under the punch, the shape of the worn surface profile, the value of the 

punch indentation depth are practically valuable for calculations of strength, wear 

resistance, and stiffness. 

Keywords: a plane and axisymmetric wear contact problems, annular and 

circular in plan punches with a flat foundation, paraboloid punch, wear laws, linear 

and nonlinear deformation laws of the elastic layer-coating, conformal contact, 
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constant load, discrete-time model, integral calculation by the quadrature method, 

reduction method. 
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ВСТУП 

 

 

Актуальність теми. Одним з актуальних питань сучасного 

машинобудування є збільшення терміну служби машин, обладнання, приладів 

та підвищення їх надійності. Успішному вирішенню даної проблеми сприяють 

ґрунтовні наукові дослідження у галузі трибології та її інженерних додатків. 

На довговічність машин впливає їх міцність, зносостійкість і жорсткість. 

При цьому, зношування є одним з основних видів руйнування та найбільш 

розповсюдженою причиною виходу деталей та механізмів з ладу. 

Руйнування контактуючих тіл в процесі зношування супроводжується 

частковим видаленням матеріалу, а отже, й зміною форми і розмірів тіл. 

Одним з ефективних способів запобігання передчасного зносу вузлів тертя є 

використання в них покриттів [57, 60, 70, 89, 90, 126, 127]. Саме тому в роботі 

досліджуються контактні задачі зношування пружного тонкого шару-

покриття, що лежить на основі, внаслідок його взаємодії зі штампом. 

Дослідження в галузі зносоконтактних задач постійно розвиваються, а 

останнім часом значно збільшуються внаслідок розвитку комп’ютерних 

технологій. Ці дослідження спрямовані на розв’язання плоских [83, 29, 43, 51, 

85, 89, 99, 106, 122, 158], осесиметричних [89, 123, 130, 132], просторових 

задач [89, 94, 104, 123, 142, 157]. Крім того, розглядають задачі з 

різноманітними, зокрема, динамічними навантаженнями [122, 156], різними 

фізичними властивостями тіл [99, 106, 159], за наявності шорсткості поверхні 

[159], задачі, які передбачають незмінну [15, 83, 89, 94, 99, 104, 106, 157] та 

змінну за часом площадки контакту [51, 89, 99, 122, 123, 130, 132, 142, 156, 

159]. Робота [122] демонструє сучасне застосування контактної задачі про 

зношування U-подібних труб парогенераторів на атомних електростанціях 

внаслідок вібраційних навантажень. 
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Одним з видів контакту є конформний або узгоджений контакт, який 

передбачає взаємну повторюваність поверхонь. Такий контакт розглянуто в 

статтях [99, 106, 118, 120, 152]. 

У задачах, що розв’язано в роботі, повторюються форми поверхонь 

підошви штампа і шару-покриття. Конформний контакт може виникнути, 

наприклад, коли штамп занурюється в покриття, що твердне, до його повного 

затвердіння. У результаті цього поверхня покриття отримує форму підошви 

штампа. 

Кінетику зміни форми контактуючих поверхонь характеризує швидкість 

зношування. З теоретичних та експериментальних досліджень відомо, що 

залежність швидкості зношування від тиску може визначатися лінійним або 

степеневим (нелінійним) законами [65, 89, 97, 138]. У дисертаційній роботі 

розглядаються обидва закони. 

Зазвичай, в контактних задачах покриття описується моделлю Вінклера 

[60, 89, 70], згідно з якою покриття може деформуватися за лінійним та 

степеневим законами. В роботі досліджувалися та порівнювалися результати 

для обох законів. 

В обох випадках нелінійність законів (зношування та деформування 

покриття) краще наближає до реальності отримані результати. Проте, 

зносоконтактні задачі вивчаються науковцями переважно в умовах лінійного 

закону зношування та лінійного закону деформування покриття, як правило це 

спричинено спрощенням відповідних моделей. 

На практиці зустрічається контакт тіл, що передбачають взаємну 

повторюваність поверхонь. Такий контакт називають конформним 

(узгодженим). Деякі випадки зазначеного типу контакту досліджено в роботах 

[99, 106, 118, 120, 152]. За незмінної в часі області контакту в дисертації 

досліджено плоскі та осесиметричні зносоконтактні задачі теорії пружності в 

умовах конформного контакту. Такі задачі для штампів з неплоскою основою 

потребують уваги щодо дослідження. 
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Відомо про наявність двох основних стадій зношування [22, 41, 89, 138, 

139] – стадії припрацювання та стадії усталеного зносу. Перша 

характеризується швидкозмінною в часі функцією тиску та формою профілю 

зношеної поверхні, а друга – стабілізацією зазначених функцій. Зазначена 

властивість потребує перевірки при розв’язанні поставлених задач та 

глибокого аналізу поведінки зміни в часі зазначених функцій. 

Для розв’язання зносоконтактних задач часто застосовується метод 

дискретизації часу, що зводиться до покрокового за часом методу [15, 51, 89]. 

У монографії [89] розв’язано плоску зносоконтактну задачу зазначеним 

методом і отримано чисельний розв’язки для степеневого, а в роботі [83] – 

наближено аналітичний для лінійного закону зношування. Залишалося 

відкритим питання отримання наближено аналітичного розв’язку задачі для 

плоского штампа за степеневого закону зношування. 

Розглянемо зношування покриття, яке здійснюється в процесі обертання 

штампа навколо власної осі. Розв’язок такої задачі може бути використаним 

для розрахунку зносу в осьовому підшипнику ковзання, дисковому гальмі, 

муфті зчеплення та інших спряженнях. 

У монографії [89] наведено розв’язок такої задачі за відсутності 

покриття для кільцевого в плані штампа лише на стадії усталеного зносу. Така 

задача за наявності покриття потребує окремого дослідження на стадії 

припрацювання, особливо для кільцевих в плані штампів з внутрішнім 

радіусом, близьким до нуля. 

Якщо штамп є круговим в плані, то внаслідок фізичних властивостей 

обертального руху навколо власної осі, в центрі площадки контакту лінійна 

швидкість дорівнює нулю, тому зношування в цій точці дорівнює нулю, при 

цьому тиск має прямувати до нескінченності з часом. Про таку властивість 

зазначено в [89], проте, досліджень не проведено. В роботі [159] розглянуто 

обертальний рух кулі і наведено профілі зношеної поверхні, де отримано 

нульове значення зносу в центрі кругової площадки контакту у кожен момент 
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часу. Проте, в цій роботі не знайдено контактний тиск під штампом зазначеної 

форми. 

Аналіз поведінки функції тиску під круговим в плані штампом, що 

обертається навколо своєї осі, особливо в точках, близьких до центру круга, 

потребує розв’язання внаслідок вагомості такої задачі для розрахунків на 

міцність деталей машин та механізмів. 

Осесиметрична задача при обертальному русі навколо своєї осі 

параболоїдного штампа визначає змінну в часі, зростаючу кругову площадку 

контакту. Саме у необхідності обчислення радіусів площадки контакту на 

кожному кроці полягає особливість такої задачі, яка потребує розв’язання. 

Внаслідок вагомості задач, що розглянуті в роботі, для інженерної 

практики і наявності задач, що потребують розв’язання, проблеми, вирішені в 

роботі, є актуальними. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Проведені у дисертаційній роботі дослідження виконані в межах наукових 

досліджень, що виконуються у Запорізькому національному університеті, при 

виконанні науково-дослідної теми: “Чисельні та аналітичні методи 

розв’язання диференціальних та інтегральних рівнянь задач механіки 

деформівного твердого тіла” (номер державної реєстрації 0121U114696), яка 

виконувалась у межах робочого часу викладачів. 

Мета і завдання дослідження. Метою дисертаційної роботи є розробка 

підходів для розв’язання зносоконтактних задач теорії пружності в плоскій та 

осесиметричний постановках в умовах незмінної площадки комформного 

контакту та змінної (у випадку параболоїдного кругового в плані штампа) за 

лінійним та степеневим законами зношування та лінійним та степеневим 

законами деформування тонкого покриття з подальшим аналізом контактних 

характеристик на стадії припрацювання, а у деяких випадках – ще й на стадії 

усталеного зносу. 
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Основні завдання дослідження:  

 провести аналіз стану розвитку предметної області з теорії 

пружності: огляд стану досліджень контактних та зносоконтактних задач, 

контактних задач з урахуванням тонкого пружного шару-покриття, 

конформного контакту, методів та підходів до їх досліджень та розв’язань; 

 в умовах степеневого закону зношування, лінійного закону 

деформування тонкого пружного шару-покриття, що лежить на основі, 

побудувати наближено аналітичний та чисельний розв’язок задачі про 

зношування шару внаслідок ковзання по ньому штампа, підошва якого 

конформно узгоджена з поверхнею покриття у випадках штампа з плоскою 

підошвою та неплоскою, визначеною осцилюючою функцією, за незмінної в 

часі області контакту; провести аналіз поведінки контактних характеристик на 

стадіях припрацювання та усталеного зносу; 

 в умовах лінійного та степеневого законів зношування, лінійного та 

степеневого законів деформування тонкого пружного покриття, виписати 

систему інтегральних рівнянь та знайти чисельний розв’язок осесиметричної 

задачі про зношування покриття кільцевим в плані штампом при його 

обертанні навколо власної осі, підошва якого конформно узгоджена з 

поверхнею покриття у випадках штампа з плоскою підошвою та неплоскою, 

визначеною функціями конформного контакту різних типів за незмінної в часі 

області контакту; провести аналіз впливу законів зношування та 

деформування покриття, розмірів кільця на зносоконтактні характеристики; 

 в умовах степеневого закону зношування, лінійного закону 

деформування тонкого пружного шару-покриття знайти чисельний розв’язок 

осесиметричної задачі про зношування покриття круговим в плані штампом 

при його обертанні навколо власної осі для циліндричного штампа з плоскою 

основою і параболоїдного; визначити зносоконтактні характеристики, у тому 

числі змінні в часі радіуси кругів контакту для параболоїдного штампа. 

Об’єкт дослідження – процеси зношування в контактних задачах. 



26 
 

Предмет дослідження – характеристики зносоконтактної взаємодії: 

функція контактного тиску, функція профілю зношеної поверхні шару-

покриття, осідання штампа, змінні радіусу кругів контакту для параболоїдного 

штампа. 

Методи дослідження: 

 метод чисельної дискретизації часу (покроковий за часом метод); 

 метод степеневих рядів та метод редукції для отримання наближено 

аналітичного розв’язку плоскої зносоконтактної задачі для штампа з плоскою 

підошвою на кожному часовому кроці та осисиметричної для кругових в плані 

штампів на нульовому часовому кроці; 

 принцип стискаючих відображень для дослідження існування 

єдиних розв’язків інтегральних рівнянь Фредгольма другого роду і рівняння 

Гаммерштейна; 

 метод послідовних наближень розв’язання рівняння Гаммерштейна; 

 методи квадратур чисельного інтегрування. 

Наукова новизна одержаних результатів:  

 запропоновано підхід до розв’язування класу зносоклнтактних задач 

теорії пружності у плоскій постановці, заснований на методах дискретизації 

часу, розкладу у степеневі ряди і методу редукції, що дало змогу знайти 

наближені аналітичні розв’язки задач (як нових, так і відомих) за степеневого 

закону зношування у випадку штампа з плоскою підошвою; 

 виписано систему інтегральних рівнянь та запропоновано підхід до 

розв’язування класу зносоконтактних задач теорії пружності в осесиметричній 

постановці, заснований на комбінації покрокового за часом методу і методу 

чисельного інтегрування, що дозволило знайти чисельні розв’язки задач (як 

нових, так і відомих) за лінійного та степеневого закону зношування у випадку 

незмінної за часом площадки контакту; 

 розроблено два підходи для отримання чисельного розв’язку задачі 

зношування покриття при обертанні параболоїдного штампа навколо власної 
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осі та пошуку радіусу змінної за часом кругової площадки контакту: перший 

– заснований на однократному обчисленні матриці системи рівнянь, а другий 

– на багаторазовому її обчисленні для кожного з відрізків інтегрування з 

довжиною, що визначає наближений радіус площадки контакту; 

 знайдено умови існування єдиного розв’язку системи інтегральних 

рівнянь на кожному часовому кроці дискретизації часу для кожної з 

розглянутих задач; 

 вперше знайдено розв’язки плоскої та осесиметричної 

зносоконтактних задач теорії пружності за різних форм конформного контакту 

між штампом та шаром-покриттям за незмінної в часі площадки контакту; 

 для задач з незмінною в часі площадки контакту на стадіях 

припрацювання та усталеного зносу проведено аналіз поведінки контактних 

характеристик за лінійного та степеневого законів зношування та законів 

деформування покриття, для різної ширини кільця (у випадку кільцевого в 

плані штампа), для різних форм конформного контакту; 

 шляхом обчислювального експерименту реалізовано граничний 

перехід для контактних характеристик для кільцевого в плані штампа з 

внутрішніми радіусами, що прямують до нуля, до кругового в плані 

циліндричного штампа з плоскою підошвою; 

 на стадії припрацювання вперше проведено аналіз числових 

результатів осесиметричної зносоконтактної задачі теорії пружності для 

параболоїдного штампа, що обертаються навколо власної осі, що 

передбачають пошук радіусів змінної в часі кругової площадки контакту; 

 вперше проведено аналіз поведінки у процесі припрацювання 

функції зносоконтактного тиску під циліндричним та параболоїдним 

круговими штампами та виявлено ефект суттєвого збільшення тиску у  центрі 

площадки контакту у вигляді пікоподібного максимуму. 

Практичне значення одержаних результатів. Отримані результати 

дають змогу дослідити вплив законів зношування, законів деформування 

покриття, ширини кільця (у випадку кільцевого в плані штампа), форм 
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конформного контакту на контактні характеристики для задач з незмінною в 

часі площадки контакту на стадіях припрацювання та усталеного зносу. 

Отримані результати дозволяють провести аналіз поведінки зміни 

контактних характеристик у процесі припрацювання під циліндричним та 

параболоїдним круговими штампами, що обертаються навколо власної осі, 

зокрема, виявлено ефект суттєвого збільшення тиску у центрі площадки 

контакту у вигляді пікоподібного максимуму, урахування чого є важливим для 

розрахунків на міцність деталей машин та механізмів. 

Оскільки зношування є одним з основних видів руйнування та найбільш 

розповсюдженою причиною виходу деталей та механізмів з ладу, то отримані 

результати, зокрема, розподіл тиску під штампом, форми профілю зношеної 

поверхні, значення осідання штампа, можуть бути використані для 

розрахунків на міцність, зносостійкість, жорсткість. 

Особистий внесок. Основні наукові результати дисертації отримані 

автором самостійно. У роботах, опублікованих у співавторстві [13–17, 21, 81], 

здобувачеві належить обґрунтування методів розв’язування, отримання 

наближено аналітичних та чисельних розв’язків, числових результатів і 

кількісний та якісний аналіз результатів. 

Апробація результатів досліджень. Основні положення та проміжні 

результати дисертації доповідались і обговорювались на наукових семінарах, 

всеукраїнських та міжнародних конференціях, а саме: 

 Всеукраїнська конференція наукових дослідників. Українська 

науково-дослідницька асоціація (Львів, 19–25 вересня 2021); 

 Тринадцята Всеукраїнська, двадцята регіонально конференція 

молодих дослідників «Актуальні проблеми математики та інформатики» 

(Запоріжжя, 17 квітня 2022); 

 The 2nd International Scientific and Practical Conference «Progressive 

Science and Achievements» (Doha, Qatar, 16–18 March, 2023); 
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 XXXІ International scientific and practical conference «Scientific 

Research in the Conditions of Rapid Development of Information Technologies» 

(Helsinki, Finland, 17–19 July, 2024); 

 Міжнародна наукова конференція «Механіка: сучасність і 

перспективи – 2024» (Київ, 07–10 вересня 2024). 

Публікації. Основні наукові результати дисертаційної роботи 

висвітлено у дев’ятьох опублікованих працях, серед них: одна – у виданні, 

індексованому в наукометричній базі Scopus [21]; дві статті – у наукових 

фахових виданнях України [14, 15]; один – розділ монографії [19]; дві – 

матеріали закордонних міжнародних конференцій [16, 81] та три – тези 

доповідей, опублікованих у збірниках праць вітчизняних наукових 

конференцій [13, 17, 18]. 

Структура та обсяг роботи. Дисертаційна робота складається із 

анотації, вступу, п’ятьох розділів, висновків, списку використаних джерел та 

додатків. Загальний обсяг роботи складає 169 сторінок. Робота містить 19 

рисунків, список використаних джерел з 160 найменувань (22 сторінки) та 

додатки – 3 сторінки. 
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РОЗДІЛ 1 

ОГЛЯД СТАНУ ДОСЛІДЖЕНЬ В ОБЛАСТІ  

ЗНОСОКОНТАКТНИХ ЗАДАЧ  

 

 

1.1 Короткий огляд розвитку контактної механіки 

 

 

У роботі досліджується зносоконтактні задачі теорії пружності. 

Механіка контактної взаємодії є одним з розділів механіки деформівного 

твердого тіла, де реалізується розрахунок тіл при контактній взаємодії. 

Водночас, дослідженнями контакту за наявності зношування займається 

трибологія. 

Контактні задачі теорії пружності мають велике теоретичне та 

практичне значення, завдяки чому ці задачі досягли істотного розвитку. 

Визначення контактного тиску має важливе прикладне значення для 

розрахунків на міцність та жорсткість. 

Теорія контактних задач знаходить широке використання і в 

машинобудуванні. Відомо, що передача зусиль в машинах супроводжується 

контактуванням деталей. Останні можна розглядати як пружні тіла. Методи, 

що розвинуті в теорії контактних задач, дозволяють знайти розподіл тиску в 

місцях контакту. Це дає можливість відповісти на питання концентрації 

напружень. 

Основоположником класичної теорії контактних задач був Г. Герц 

(1882). Подальший вагомий вклад у розвиток цієї теорії внесли K. L. Johnson, 

K. Kendall, A. D. Roberts [103, 102], L. A. Galin [84], О. М. Гузь, С. Ю. Бабич, 

Н. О. Ярецька [4, 5, 71, 72, 73], Я. С. Підстригач [47], А. Ф. Улітко [46, 55, 137, 

160], М. М. Бородачов [76, 75], А. І. Александров [40], Н. Д. Вайсфельд [32, 

155, 154], О. Г. Гоман, С. Ф. Шишканова [7, 87, 145, 88], Н. М. Антоненко, 

І. Г. Ткаченко [2, 3, 1, 54, 64, 149], С. І. Гоменюк, С. М. Гребенюк, О. Г. Спиця, 

Н. І.-В. Манько [8, 9, 149, 129], Д. В. Гриліцький [10, 92, 93], 
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В. С. Гудрамович, А. П. Дзюба [101], В. С. Кирилюк, О. І. Левчук, 

О. В. Гавриленко [23, 26, 107], Г. С. Кіт, Б. Е. Монастирський [27], 

О. В. Максимук, Ю. В. Сачук [37, 38, 51], Р. М. Мартиняк [29–32, 40, 52, 91, 

150, 114], В. І. Моссаковский [133, 86, 111], О. П. Козачок [29–30, 32, 112–

116], В. Д. Кубенко [118, 119, 120], А. Г. Кузьменко [33], В. І. Кузьменко [30–

32, 34, 35, 36, 121], В. В. Лобода [108, 117, 124], Н. І. Ободан, Н. А. Гук, 

Н. Л. Козакова [32, 42, 134], В. К. Опанасович, М. С. Слободян [31, 44, 136], 

В. І. Острик [30, 32, 45, 46, 137], Г. Я. Попов [135, 110], А. К. Приварников, 

І. Г. Величко [6, 39, 48], О. В. Приходько (Грабко) [32, 40, 49, 50], 

Б. С. Слободян, Н. І. Маланчук [28, 30, 31, 114, 128, 148]. Ю. М. Стреляєв [31, 

52, 53, 150, 151], М. В. Чернець [56], К. А. Чумак [31, 78, 150], I. I. Argatov [68, 

66, 67, 69], J. R. Barber [77, 80], I. Çömez, Y. Alinia, M. A. Güler [79], 

I. G. Goryacheva [89, 90], S. Q. Huang, P. J. Tang, P. F. Hou, W. H. Zhang [100], 

D. A. Hills [96], S. M. Mkhitaryan [63, 62, 70], J. J. Kalker [105], V. I. Pauk [92, 

141, 140], V. I. Popov [143], S. E. Toktaş, S. Dag [153] та ін. 

Починаючи з середини ХХ ст. до теперішнього часу контактні задачі 

набирали все потужнішого розвитку, серед напрямків якого можна виділити: 

розв’язання контактних задач з тілами ускладненої геометричної форми чи з 

ускладненими граничними умовами; використання нових методів і 

модифікація старих до розв’язування контактних задач; дослідження 

контактних задач з ускладненими середовищами (анізотропними, 

трансверсально-ізотропними, композитними, з неоднорідностями, виїмками, 

тріщинами і т.п.) з мікрорельєфом, виступами, шорсткістю, хвилястими 

поверхнями контактуючих тіл, з шарами та багатошаровими середовищами, з 

урахуванням температур та інші. 

Останнім часом значну увагу контактним задачам для двошарових та 

багатошарових середовищ приділяють представники Дніпровських та 

Запорізьких шкіл: А. К. Приварников, С. І. Гоменюк, С. М. Гребенюк, 

І. Г. Величко, Н. М. Антоненко, Н. І.-В. Манько, О. Г. Спиця І. Г. Ткаченко [2, 

3, 6, 8, 9, 39, 48, 1, 54, 149, 129], Н. І. Ободан, Н. А. Гук, Н. Л. Козакова [42, 

134] та ін. Разом із зазначені вище науковцями вагомий внесок в розвиток 

аналітичних, наближених та чисельних методів розв’язання контактних задач 
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зробили дослідники Дніпровської та Запорізької шкіл: О. І. Александров, 

О. Г. Гоман, В. С. Гудрамович, А. П. Дзюба, М. І. Клименко, В. І. Кузьменко 

В. В. Лобода, М. І. Стреляєв, С. Ф. Шишканова [7, 31, 32, 34, 35, 36, 40, 52, 53, 

87, 101, 117, 121, 145, 150, 151, 88, 124] та ін. 

В дисертаційній роботі досліджується контакт штампа з двошароаою 

основою як наближено-аналітичними, так і чисельними методами. 

 

 

1.2 Розвиток зносоконтактних задач, у тому числі за наявності 

покриття  

 

 

1.2.2 Розвиток зносоконтактних задач 

 

 

Наука трибологія досліджує деформування твердих тіл, що відбувається 

за їхнього контакту при відносному переміщенні. Такі процеси 

супроводжуються зношуванням в парах тертя з видаленням матеріалу з 

поверхонь тіл. У ході такого руйнування змінюються розміри та форми тіл, що 

контактують. Ці зміни потрібно враховувати у неперервному процесі еволюції 

зношування, бо вони співмірні з деформаціями контактуючих тіл. Урахування 

зносу в контактних задачах дозволяє вивчити залежність контактних 

характеристик від часу, визначити тривалість процесу припрацювання, який 

супроводжується стрімкою зміною макрогеометрії профілю зношеної 

поверхні, та час настання стадії усталеного зносу [89]. 

Для формулювання математичних моделей процесу зношування можуть 

використовуватись рівняння, що характеризують контактну або загальну 

деформацію пари тертя, чи всього вузла тертя, теплові процеси: утворення і 

поширення тепла, а також явища, пов’язані з фізичними, хімічними і 

механічними факторами, що визначають процес поверхневого руйнування 

деталей при терті. 
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Монографія [89] містить детальний огляд досліджень в області 

трибології. В її шостому розділі розглянуто контактні задачі в різних 

постановках, вона містить широко відомі формулювання задач та методи їх 

розв’язання. 

Ця проблема отримала розвиток в наукових роботах, де досліджувалися 

зносоконтактні задачі в плоскій, осесиметричні, просторовій постановках. А 

саме: 

 у плоскій постановці – Р. М. Мартиняк, О. П. Козачок (2020, 2022) 

[29, 115, 116], В. М. Онишкевич, Г. Т. Сулим (2019) [43], Ю. В. Сачук, 

О. В. Максимук, І. П. Саланда (2019) [51], I. I. Argatov, Y. S. Chai, W. Tato 

(2012, 2020) [68, 69], S. Garcin, S. Baydoun, P. Arnaud, S. Fouvry (2022) [85], 

I. G. Goryacheva (1998, 2012) [89, 90], J. Hu, F. Gao, X. Liu, Y. Wei (2020) [99], 

K. E. Kazakov, A. V. Manzhirov (2008) [106], C. Y. Lee, L. S. Tian, J. W. Bae, 

Y. S. Chai. (2009) [122], W. Zhan, P. Huang (2019) [158]; 

 в осесиметричній – I. I. Argatov (2011) [67], I. G. Goryacheva (1998) 

[89], J. Lengiewicz, S. Stupkiewicz (2013) [123], A. V. Manzhirov, K. E. Kazakov 

(2018) [130], N. Menga, M. A. Ciavarella (2015) [132]; 

 в просторовій – I. I. Argatov (2019) [66], N. M. Borodachev, 

G. P. Tarikov, V. V. Komrakov [76], D. Han, W. Han, M. Jureczka, A. Ochal 

(2020) [94], M. Jureczka, A. Ochal (2019) [104], J. Lengiewicz, S. Stupkiewicz 

(2013) [123], P. Põdra, S. Andersson (1997) [142], A. Ramalho A. [144], H. Xuan, 

X. Cheng (2020) [157]. 

Крім того, розглядають зносоконтактні задачі  

 з динамічними навантаженнями – C. Y. Lee, L. S. Tian, J. W. Bae, 

Y. S. Chai (2009) [122], A. V. Voitov (2020) [156]; 

 різноманітми фізичними властивостями контактуючих тіл – J. Hu, 

F. Gao, X. Liu, Y. Wei (2020) [99], K. E. Kazakov, A. V. Manzhirov (2008) [106], 

X. Zhang, H. Shen, J. Liu, S. Deng, X. Li, Z. Cai, M. Zhu (2015) [159]; 

 з урахуванням шорсткості поверхні – [159]. 

Важливим аспектом вивчення задач із зносом є дослідження 
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 задач, які передбачають незмінну за часом площадку контакту, – 

Н. М. Д’яченко, Н. І-В. Манько (2016) [83], I. G. Goryacheva (1998) [89], 

D. Han, W. Han, M. Jureczka, А. Ochal. [94], J. Hu, F. Gao, X. Liu, Y. Wei (2020) 

[99], M. Jureczka, A. Ochal (2019) [104], K. E. Kazakov, A. V. Manzhirov (2008) 

[106], H. Xuan, X. Cheng (2020) [157]  

 та змінну – Ю. В. Сачук, О. В. Максимук, І. П. Саланда (2019) [51], 

I. G. Goryacheva (1998, 2012) [89, 90], J. Hu, F. Gao, X. Liu, Y. Wei (2020) [99], 

C. Y. Lee, L. S. Tian, J. W. Bae, Y. S. Chai (2009) [122], J. Lengiewicz, 

S. Stupkiewicz (2013) [123], A. V. Manzhirov, K. E. Kazakov (2018) [130], 

N. Menga , M. A. Ciavarella (2015) [132], P. Põdra, S. Andersson (1997) [142], 

A. V. Voitov (2020) [156], X. Zhang, H. Shen, J. Liu, S. Deng, X. Li, Z. Cai, 

M. Zhu (2015) [159]. 

Робота C. Y. Lee, L. S. Tian, J. W. Bae, Y. S. Chai (2009) [122] демонструє 

сучасне застосування контактної задачі про зношування U-подібних труб 

парогенераторів на атомних електростанціях внаслідок вібраційних 

навантажень. 

 

 

1.2.3 Контактні задачі за наявності покриття у контактуючих тіл. 

Закони деформування покриття 

 

 

Для запобігання процесам швидкого руйнування під час зношування за 

контактної взаємодії використовують покриття. В роботі L. F. Ma, 

A. M. Korsunsky [126] зазначено, що дуже багато ситуацій у техніці вимагають 

передачі навантажень через контакти між різними компонентами та частинами 

вузлів; часто контактні поверхні повинні зазнавати відносного ковзання 

відносно одна одної, наприклад, у кулькових або опорних підшипниках, або в 

з’єднанні типу «ластівчин хвіст» між лопатями вентилятора та кореневими 

дисками в авіаційних двигунах; щоб надати вузлу підвищену міцність і 

довговічність, контактні поверхні часто покривають матеріалами, механічні 
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властивості яких значно відрізняються від властивостей підкладки, наприклад, 

значно підвищена твердість і жорсткість або менша жорсткість і низький 

коефіцієнт тертя. 

Огляду опублікованих робіт, присвяченим, зокрема експериментальним 

дослідженням пошкодження від тертя-зносу в промисловості та в контактній 

механіці систем з покриттям присвячена стаття L. Ma, K. Eom, J. Geringer, T.-

S. Jun, K. Kim (2019) [125]. 

Контактні задачі за наявності покриттями у тіл, що знаходяться у 

взаємодії, розв’язували дослідники: Toktaş S. E., Dag S. (2022) [153], P. F. Hou, 

W. H. Zhang, J. Y. Chen (2019) [98] та ін. 

Однією з поширених постановок контактних задач є розрахунок зносу 

поверхні за наявності тонкого покриття. Такі зносокаонтактні задачі вивчали 

O. В. Максимук, Н. Н. Щербина (2006) [127], О. В. Максимук, Ю. В. Сачук 

[37, 38], H. Adibelli, I. Comez, R. Erdol (2013) [57], V. M. Aleksandrov, 

E. V. Kovalenko, S. M. Marchenko (1983) [60], I. G. Goryacheva (1998, 2012) [89, 

90], L. F. Ma, A. M. Korsunsk (2004) [126], S. M. Mkhitaryan (1975) [70] та ін. 

Зазвичай, механічні характеристики шару-покриття описують моделлю 

Вінклера. Зокрема, цей підхід використано і в роботах [60, 70, 89], де 

проаналізовано задачі теорії пружності на основі асимптотичних методів і 

використано лінійну модель Вінклера пружного покриття. Така модель 

передбачає прямопропорційну залежність між пружними нормальними 

деформаціями покриття w  і тиском p : 

 

 [ ]w p kp , (1.1) 

 

де k   коефіцієнт постелі основи Вінклера. Проте, модель нелінійного 

вінклерівського шару теж отримала широке застосування у трибології. Модель 

Вінклера тісно пов’язана з моделлю шорсткої поверхні. Теоретичними та 

експрериментальними дослідженнями отримано нелінійну залежність між 

деформаціями мікронерівності та тиском вигляду [84, 89]: 
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 [ ]w p k p , (1.2) 

 

де 0 1    параметр степеневого закону. 

Залежність (1.1) відповідає лінійному закону деформування покриття, а 

узагальнена залежність (1.2) – степеневому закону деформування покриття, 

для якого лінійний виступає окремим випадком.. 

 

 

1.2.3 Швидкість зносу. Закони зношування 

 

 

При розрахунках контактних задач з врахуванням зношування важливе 

значення грає величина зносу. Закон зношування являє собою залежність 

швидкості зношування від тиску, температури, швидкості ковзання тощо. 

Як зазначено в роботі I. G, Goryacheva [89], швидкість зносу – це об’єм 

матеріалу зношеного з одиниці площі поверхні в одиницю часу, яка в кожній 

точці ( . )x y  поверхні визначається як 

 

* *

0 0 0

( , ) ( , )
lim lim limw

t A t

v x ydw w x y

dt A t t     

 
 

  
, 

 

де A   елемент поверхні в околі точки ( . )x y ; ( , )wv x y   об’єм матеріалу, 

зношеного з елемента поверхні A  протягом інтервалу часу t ; *( , )w x y   

лінійний знос, що характеризує глибину зношеного шару в точці ( . )x y  за час 

t , що відповідає зміні положення точки поверхні у нормальному напрямку. 

Процес зношування поділяють на такі етапи (Р. Р. Обертюх, 

А. В. Слабкий (2025) [41], О. В. Закалов, І. О. Закалов (2011) [22], 

I. G. Goryacheva (1998) [89], I. Páczelt (2009, 2010) [138, 139]) – 

припрацювання, усталений знос та, в окремих випадках, катастрофічний знос. 

Під час першого етапу триває зношування, яке може тривати довгий час і мати 

змінну швидкість зносу. Далі реалізується перехід до етапу усталеного зносу, 
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який характеризується постійною швидкість зносу. В ряді спряжень може 

настати катастрофічний знос зі значним збільшенням швидкості зносу. Такий 

етап призводить до втрати працездатності системи. 

Існує значна кількість рівнянь зносу, які отримано для різних фізико-

механічних факторів, які впливають на процес зношування. Для отримання 

узагальненого рівняння зносу застосовуються методи математичного 

моделювання. Найбільш простий заснований на ідею пропорційності зносу до 

фактичної площадки контакту шорстких поверхонь, де коефіцієнт 

пропорційності визначається експериментально [89, 97]. За усталостного 

механізму зносу теоретичні дослідження J. F. Archard (1953) [65], R. Holm 

(1946) [97] призвели до рівняння зносу вигляду 

 

 *dw pV
K

dt H
 , (1.3) 

 

де H  – твердість матеріалу, V   швидкість ковзання, а коефіцієнт K  залежить 

від умов взаємодії. Рівняння (1.3) відповідає лінійному закону зношування. На 

базі обробки результатів експериментальних та теоретичних трибологічних 

досліджень в роботі [89] виписано узагальнене рівняння зносу 

 

 *
w

dw
K p V

dt
  , (1.4) 

 

де wK  – коефіцієнт зносу та 1   і 0   – параметри, які залежать від 

властивостей матеріалів, температури, фрикційних параметрів тощо, і можуть 

бути визначені експериментально. Рівняння (1.4) визначає нелінійний 

(степеневий) закон зношування, окремим випадком якого є лінійний, при 1 

. 

При розв’язанні зносоконтактних задач більшості зазначених робіт в 

п. 1.2.1 та 1.2.2 використовується лінійний закон, у той час як загальним 

випадком є степеневий, який обрано для зносоконтактних задач в роботах [89, 

138]: 
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 в роботі [89] за степеневого закону зношування розв’язано задачу в 

плоскій постановці для штампа з плоскою підошвою; 

 в роботі I. Páczelt, Z. Mróz [138]) закон зносу передбачається як 

нелінійна залежність швидкості зносу від дотичних напружень (яка 

пропорційна нормальному тиску) та відносної швидкості ковзання: проведено 

аналіз дискових і барабанних гальм з урахуванням ефекту термічної дисторсії. 

 

 

1.3 Загальна постановка задачі. Умови контакту 

 

 

1.3.1 Конформний контакт 

 

 

Одним з видів контакту є конформний або узгоджений контакт, який 

передбачає взаємну повторюваність поверхонь (рис. 1.1). Конформний 

контакт може виникнути, наприклад, коли штамп занурюється в покриття, що 

твердне, до його повного затвердіння. У результаті цього поверхня покриття 

отримує форму підошви штампа. 

У задачах, що розв’язано в роботі, повторюються форми поверхонь 

підошви штампа і шару-покриття. 

Найпростішим випадком конформно узгоджених є плоскі поверхні. 

Конформний контакт тіл з неплоскими поверхнями розглянуто в 

статтях: 

 J. Hu, F. Gao, X. Liu, Y. Wei (2020) [99], де представлено нову модель 

пружнопластичного конформного контакту між циліндрами, які вкладені один 

в одного; 

 K. E. Kazakov, A. V. Manzhirov (2008) [106], де для в’язкопружних 

тіл розв’язано плоскі задачі зношування за конформного контакту між 

штампом і півпростором з узгодженими поверхнями; 

 V. D. Kubenko, I. V. Yanchevskyi (2017) [118], де досліджено процес 

ударної взаємодії між довгим гладким твердим тілом і поверхнею круглої 
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циліндричної порожнини в пружному просторі, при цьому довге жорстке 

циліндричне тіло поміщається в циліндричну порожнину і тіла знаходяться у 

комформному контакті; в статті сформульовано нестаціонарну змішану 

початково крайову задачу з апріорно невідомими границями, що рухаються зі 

змінною швидкістю; 

 V. D. Kubenko, I. V. Yanchevskyi (2018) [120], де досліджено процес 

ударної взаємодії твердого сферичного тіла з внутрішньою поверхнею 

сферичної порожнини в пружному просторі, що визначає конформний 

контакт; в роботі ставиться нестаціонарна змішана початково-крайова задача 

із загалом апріорно невідомими рухомими межами; 

 Y. Sun, C. Wei, G. Chen, Y. Su, J. Ding, C. Ren (2024) [152], де вивчено 

конформний та неконформний контакт роликів підшипників і з’єднання вал-

отвір. 

В задачах з фіксованою (незмінною в часі) площадкою контакту   в 

дисертаційній роботі будемо розглядати два випадки конформного контакту: 

випадок 1 – поверхні штампа і покриття плоскі, тоді поверхня штампа 

визначається функцією ( , ) 0f x y  ; випадок 2 – обидві поверхні (штампа і 

шару-покриття) визначаються функцією поверхні штампа ( , )f x y  в точках 

площадки контакту  . 

 

 

Рисунок 1.1 – Приклади конформно узгоджених поверхонь 

Випадок, коли у початковий (нульовий) момент часу поверхня покриття 

плоска, а штампа – неплоска, як у розділі 5 дисертаційної роботи, то контакт 

не є конформним. 

 

 

Випадок 2   Випадок 1   
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1.3.2 Загальна постановка задачі та рівняння, що визначають умови 

контакту 

 

 

Розглянемо контактну задачу про взаємодію штампа з двошаровою 

пружною основою в наступній постановці. Нехай пружний шар початкової 

товщини 0h  лежить на пружній основі. а між шаром і основою виконуються 

умови ідеального механічного контакту (переміщення суміжних точок шару 

та півпростору рівні, так само як і рівні напруження в цих точках). 

На штамп діє постійна вертикальна сила P . Зношування відбувається 

при пересуванні штампа:  

 у випадку контактної задачі у плоскій постановці – в напрямку 

вздовж твірної штампа (рис. 1.2, а), 

 в осесиметричній – при обертанні штампа навколо власної осі. 

(рис. 1.2, б). 

Відомо [84, 89], що в обох випадках (плоскої та осесиметричної 

постановки) дотичні напруження не впливають на розподіл контактних тисків. 

Додатково зазначимо, що у дослідженнях L. Mattei , F. Di Puccio (2022) 

[131] знос було змодельовано відповідно до закону зношування Арчарда як 

для неконформних, так і для конформних контактних пар штифт-пластина у 

зворотно-поступальному русі, де розглядалися умови контакту як без тертя так 

і з тертям, при цьому коефіцієнт тертя автори змінювали у діапазоні  

00,4. Моделі зносу скінченних елементів авторами були розроблені в Ansys 

як з неявною, так і з явною кінематикою. Результати демонструють, що вплив 

тертя на розподіл контактного тиску та зношені профілі та на їх зміну є 

незначним – відмінності менше 0,05%. 
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а 

 
б 

Рисунок 1.2 – Схема контактної взаємодії: а – для задачі в плоскій,  

б – осесиметричній постановці 

 

Задача розв’язується в діапазоні часу, я якому відсутнє повне 

зношування покриття. При виконанні розрахунків потрібно відслідковувати 

виконання зазначеного припущення. 

Шар вважаємо тонким, тобто його ширина задовольняє умову 

0 */ ( ) 1h a t   у будь-який момент часу, де *( )a t   півдіаметр площадки 
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контакту. Тут під діаметром d  множини *  розуміємо точну верхню межу 

між відстанями пар точок 1 2,M M  цієї множини, тобто 
1 2 *

1 2
,

sup ( , ).
M M

d M M


  

Для подальшого розгляду пов’яжемо систему координат зі штампом. 

Під час зношування товщина шару змінюється і визначається функцією 

 , ,h x y t . Ця функція визначає профіль зношеної поверхні шару-покриття. 

Умова контакту штампа (абсолютно жорсткого тіла) і півпростору з 

покриттям у довільний момент часу t  має вигляд [89]: 

 

 *( , , ) ( , , ) ( ) ( , )zu x y t w x y t D t f x y   ,   ( , ) ( )x y t , (1.5) 

 

де ( , , )zu x y t   сумарні пружні переміщення штампа в напрямку осі Oz  в точці 

( , )x y  та *( , , )w x y t   переміщення у тому самому напрямку, зумовлене 

зношуванням; ( )D t  – невідома функція осідання штампа; ( , )f x y  – функція, 

що визначає форму поверхні штампа, ( )t площадка контакту. 

В лівій частині рівняння (1.5) контактні переміщення ( , , )zu x y t  

утворюються з пружних переміщень півпростору 
z,half-spase( , , )u x y t  і пружного 

шару 
z,layer ( , , )u x y t , що веде себе як покриття Вінклерівського типу. Тобто  

 

 
z,half-spase z,layer( , , ) ( , , ) ( , , )zu x y t u x y t u x y t  . (1.6) 

 

В (1.6) доданок 
z,half-spase( , , )u x y t  в загальному випадку для задачі в 

просторовій постановці виражається через інтегральний оператор виду 

 

z,half-spase( , , )u x y t

( )

, , , , , , ,

t

K x y x y p x y x y t dx dy . 
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Ядро інтеграла , , ,K x y x y  визначається для кожної конкретної задачі і не 

залежить від часу. Останнє справджується, якщо переміщення границі 

півпростору в наслідок зносу малі та співмірні з пружними переміщеннями 

[32, 89]. 

Доданок 
z,layer ( , , )u x y t  в рівнянні (1.6) визначається залежністю (1.1) 

або (1.2). 

Переміщення, зумовлене зношуванням, можна подати формулою 

 

 *( , , ) ( , ,0) ( , , )w x y t h x y h x y t  . (1.7) 

 

Розглянемо конформний контакт за умови площадки контакту, 

незмінної в часі. У випадку 1 в початковий момент часу товщина шару 

  0, ,0h x y h  для будь-яких ( , )x y  . Для того, щоб задовольнити умову 

конформності контакту, у випадку 2 потрібно покласти 

 

0, ,0 ( , )h x y h f x y . 

 

У випадку, коли поверхня шару в початковий момент часу плоска, а штамп 

має неплоску поверхню, тоді товщина шару у всіх точках ( , ) (0)x y   

визначається як   0, ,0h x y h . 

Таким чином, інтегральне рівняння в загальній формі має вигляд: 

 

( )

, , , , , , , ( , ,0) ( , , )

t

K x y x y p x y x y t dx dy h x y h x y t k p  

 ( ) ( , )D t f x y  . (1.8) 

 

Якщо у певний момент часу функція профілю зношеної поверхні 

визначена (на попередньому етапі розв’язання), то умова контакту в цей 

момент часу виражається інтегральним рівнянням Фредгольма у випадку 
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застосування залежності (1.1) (тобто 1  ) або ж допускає зведення до 

рівняння Гаммерштейна у випадку залежності (1.2) (тобто 0 1   ). 

Тепер використаємо рівняння (1.4) та (1.7), щоб виразити ( , , )h x y t  

 

    
0

( , , ) ( , ,0) , , , ,

t

wh x y t h x y K p x y t V x y t dt      . (1.9) 

 

Крім того, співвідношення зв’язку між функцією контактного тиску та 

зовнішньою силою за відсутності тертя виражається умовою рівноваги сил: 

 

 
( )

( , , )
t

p x y t dx dy P


 . (1.10) 

 

Площадка контакту ( )t  може бути як змінною, так і незмінною в часі. 

Останній випадок передбачає визначення розмірів площадки контакту, що 

потребує додаткової умови. У випадку задачі для шару з плоскою поверхнею 

та неплоского штампа, функція тиску має задовольняти умову неперервності, 

яка подається граничною умовою: 

 

  , , 0, ( , ) ( )p x y t x y t  . (1.11) 

 

де ( )t  – границя площадки контакту ( )t . 

У випадку задачі з фіксованою площадкою контакту система рівнянь 

(1.8)–(1.10) дозволяє визначити зносоконтактні характеристики:  

 функцію тиску ( , , )p x y t ; 

 функцію профілю зношеної поверхні шару-покриття ( , , )h x y t ; 

 осадку штампа ( )D t . 

Якщо ж площадка контакту змінюється в часі, то додаткова гранична умова 

(1.11) дозволяє визначити її розміри. 
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1.4 Методи розв’язання зносоконтактних задач 

 

 

1.4.1 Деякі методи розв’язання зносоконтактних задач, використані 

в опублікованих дослідженнях 

 

 

Вибір методів розв’язання залежить від способу моделювання 

контактної взаємодії. 

У роботах L. Hao, Y. Meng (2015) [95], L. Mattei, F. Di Puccio (2022) [131] 

застосовано покроковий за часом метод в комбінації з методом скінченних 

елементів. 

H. Xuan, X. Cheng (2020) [157] розглянули модель фрикційного 

контакту, що враховує знос контактної поверхні внаслідок тертя та 

механічного пошкодження матеріалу. Тіло, що деформується, складається з 

в’язкопружного матеріалу з довгою пам’яттю, і процес вважається 

квазістатичним. Механічні пошкодження, викликані розтягуванням або 

стисненням, включені в конститутивний закон, а функція пошкодження 

моделюється нелінійним параболічним включенням. Знос міститься в 

граничних умовах контакту, а функція зношування моделюється за допомогою 

диференціального рівняння. Варіаційне формулювання моделі регулюється 

зв’язаною системою, що складається з варіаційної нерівності, що залежить від 

історії, нелінійної параболічної варіаційної нерівності та інтегрального 

рівняння. Досліджено повністю дискретну схему задачі та отримано 

оптимальні оцінки похибки для лінійного методу скінченних елементів.  
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У працях P. Põdra, S. Andersson (1997) [142], S. Garcin, S. Baydoun, 

P. Arnaud, Siegfried (2022) [85], N. Menga, M. Ciavarella (2015) [132], J. Hu, 

F. Gao, X. Liu, Y. Wei (2020) [99] та ін. використовується модель основи 

Вінклера при моделюванні зносу і за різних умов контакту в двовимірній, 

осесиметричній або тривимірній постановках порівнюється з результатами 

розрахунків чисельними методами, зокрема, отриманими методом скінченних 

елементів. Перевагою використання спрощеної моделі є швидке отримання 

розв’язків. 

V. D. Kubenko, I. V. Yanchevskyi (2017) [118] описали чисельно-

аналітичний підхід для дослідження процесу ударної взаємодії між довгим 

гладким твердим тілом і поверхнею круглої циліндричної порожнини в 

пружному просторі; задача розв’язується з використанням методів теорії 

інтегральних перетворень, розкладання шуканих змінних у ряд Фур’є та 

методу квадратур для зведення задачі до розв’язування системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь на кожному часовому кроці. 

I. I. Argatov (2011) [67] розглянув локальний контакт схрещених 

пружних циліндрів при зворотно-поступальному ковзанні зношування при 

заданому постійному нормальному навантаженні. Проблема контакту 

зношування сформульована в рамках тривимірної теорії пружності в 

поєднанні з узагальненим рівнянням зношування Арчарда. Отримано 

наближення замкненої форми для об’ємного зносу, параметрів контактної 

площі та профілів рубців зносу. Отримані аналітичні результати порівнювали 

з скінченно-елементним моделюванням та експериментальними результатами, 

опублікованими в літературі. В роботі інтегральне рівняння тривимірної 

контактної проблеми зносу використовується з інтегрального рівняння теорії 

Герца пружного локального контакту, вводячи додатковий член, 

відповідальний за еволюцію зносу контактної поверхні. Розглянуто випадок 

зворотно-поступального ковзання, коли між контактуючими поверхнями 

немає зони прилипання. Зокрема у роботі розроблено спрощений спосіб 

розв’язання контактної задачі осесиметричного зношування, потім цей підхід 
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застосовано для отримання наближених формул у загальному випадку 

еліптичної площі контакту. Як зазначає автор, ідея полягає в тому, що ефектом 

пружних деформацій можна знехтувати, якщо розглядати відносно тривалий 

процес зношування. Автор також зазначає, що розроблений підхід до 

асимптотичного моделювання не здатний опрацювати початковий період 

процесу зношування, коли розподіл контактного тиску перетворюється з 

початкової форми Герца на рівномірний розподіл, що виникає в стаціонарному 

режимі. 

C. Y. Lee, L. S. Tian, J. W. Bae, Y. S. Chai (2009) [122] зазначають, що 

конструктивна цілісність парогенераторів на атомних електростанціях 

значною мірою залежить від характеристик фреттинг-зносу U-подібних труб 

Inconel 690. У своєму дослідженні автори продемонстровали метод функції 

впливу в моделі контакту труба-пластина для дослідження проблем фреттинг-

зносу на вторинній стороні парогенератора, які спричинені вібраціями 

внаслідок потоку між U-подібними трубами та опорами. Двовимірна чисельна 

контактна модель розроблена та сформульована в термінах сингулярного 

інтегрального рівняння Коші. Розподіл нормальних тисків, напружень зсуву 

та полів зміщення отримано між двома контактними тілами, які мають подібні 

пружні властивості. На основі алгоритмів для нормального тиску та 

відносного ковзання науковцями розроблено чисельний підхід для 

моделювання фреттинг-зносу контактів труба-пластина. У цьому дослідженні 

використовується модель робочої швидкості, щоб визначити ступінь зносу 

між двома матеріалами. Результати порівнюються з розв’язками за методом 

скінченних елементів, щоб підтвердити застосування цього методу до проблем 

фреттинг-зносу. 

У монографіях Л. О. Галіна (L. A. Galin) [84] та І. Г. Горячевої 

(I. G. Goryacheva) [89] наведено інтегральні рівняння плоскої контактної 

задачі з фіксованою областю контакту, що враховує зношування тонкого 

шару. Застосований тут покроковий за часом метод передбачає розв’язання на 

кожному кроці системи інтегральних рівнянь, зводячи її до системи лінійних 
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алгебраїчних рівнянь методом механічних квадратур, де невідомою є функція 

нормального тиску. В роботі [84] розглянуто випадок лінійного закону 

зношування, а в [89] – нелінійного. 

У монографії [89] виписано інтегральне рівняння осесиметричної 

зносоконтактної задачі для півпростору без покриття для лінійного закону 

зношування. Досліджено стадію усталеного зносу, а для отримання розв’язку 

застосовано розклад інтегрального оператора за власними функціями. 

В умовах плоскої задачі теорії пружності О. В. Максимук, Ю. В. Сачук 

(2022) [38] дослідили зносоконтакту взаємодію штампів канонічної форми з 

пружною півплощиною, що має покриття Вінклера. Авторами побудовано 

інтегро-диференціальне рівняння, яке дозволяє визначити контактний тиск. 

Для розв’язання застосовується метод поліномів Чебишева, який дозволяє 

звести інтегро-диференціальне рівняння до системи алгебраїчних рівнянь, та 

покроковий за часом метод, в якому час роботи зношування «розбивається на 

малі відрізки часу за припущення, що область контакту і контактний тиск є 

постійними на кожному часовому проміжку». В роботі визначено контактний 

тиск в різні часові моменти для штампів різної канонічної форми. 

 

 

1.4.2 Комбінація методів, використаних в дисертації 

 

 

Оскільки за мету дисертаційної роботи поставлено дослідження 

зношування на стадіях припрацювання, а в деякий випадках і усталеного 

зношування, то після проведення аналізу методів, які використовували 

науковці, отримано висновок про ефективність застосування покрокового за 

часом методу (методу дискретизації часу). Часовий крок має бути обраним так, 

як зазначено в роботах [38, 84, 89], і щоб зменшення значення   не впливало 

на контактні характеристики. Цей крок будемо визначати обчислювальним 

експериментом. 
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Метод дискретизації часу, потребує пошуку розв’язку рівнянь 

контактної взаємодії на кожному часовому кроці та урахування зміни профілів 

зношених поверхонь. 

Як зазначено в п. 1.3.2, залежно від закону деформування покриття (1.1) 

або (1.2) умова контакту на кожному часовому кроці визначається 

інтегральним рівнянням Фредгольма другого роду або допускає зведення до 

рівняння Гаммерштейна. Аналогічний тип рівнянь досліджувався при 

розв’язанні контактних задач з урахуванням шорсткості в роботах [7, 12, 146]. 

Певні ідеї щодо застосування методів дослідження та розв’язання 

інтегральних рівнянь на кожному часовому кроці були використані з робіт 

Н. М. Д’яченко, Т. О. Жмур, А. М. Нікітенко (2008) [12], Н. М. Д’яченко,  

Н. І.-В. Манько (2016) [83], I. G. Goryacheva (2001) [89] (для розділу 2), 

Є. В. Шашкової, Н. М. Д’яченко (2004) [146] (для розділів 3, 4), Ю. В. Сачука, 

О. В. Максимука, І. П. Саланди [51] (для розділу 5), О. Г. Гомана, 

С. Ф. Шишканової, Н. М. Д’яченко (2003) [7] (для розділів 4 та 5). 

Крім того зазначимо, що розділ 2 дисертації являє собою продовження 

дослідження, розпочатого в статті Н. М. Д’яченко, Н. І.-В. Манько [83], де 

розглянуто плоску контактну задачу у випадку лінійного закону зношування 

шару-покриття штампом з плоскою підошвою. В розділі 2 досліджується 

степеневий закон зношування у двох випадках конформного контакту. 

На кожному часовому кроці для отримання наближеного розв’язку 

інтегрального рівняння Фредгольма другого роду у розділі 2 застосовано 

метод степеневих рядів, за допомогою якого інтегральне рівняння зведено до 

нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь, до якої застосовано 

метод редукцій до скінченної системи відносно невідомих коефіцієнтів 

степеневого ряду функції тиску. 

Специфікою нелінійного закону зношування при застосуванні методу 

степеневих рядів є необхідність піднесення до нецілого степеня ряду та 

пошуку закономірностей в коефіцієнтах отриманого розкладу для 

уможливлення алгоритмізації проведення числових розрахунків. 
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Проте метод степеневих рядів неефективний у випадку конформного 

контакту, що визначається осцилюючою функцією. У цьому випадку 

застосуємо метод чисельного інтегрування. Також порівняємо результати, 

отримані наближено-аналітичним та чисельним методом у випадку штампа з 

плоскою підошвою. 

Так само, як і у випадку конформного контакту в розділі 2, для задач в 

розділах 3-5 для розв’язання інтегральних рівнянь на кожному часовому кроці 

будемо застосовувати методи квадратур чисельного інтегрування. 

Наскрізно по всій дисертаційні роботі на кожному часовому кроці 

застосовуватимемо принцип стискаючих відображень для дослідження 

існування єдиного розв’язку інтегральних рівнянь Фредгольма другого роду і 

рівняння Гаммерштейна. Зазначене дослідження буде давати змогу прийти до 

висновку про можливість застосування методу послідовних наближень для 

отримання розв’язку. Цей метод ми використаємо до рівняння Гаммерштейна 

в розділі 4. 

 

 

1.5 Виділення невирішених задач 

 

 

Спочатку розглянемо задачу у плоскій постановці. В роботі 

I. G. Goryacheva (2001) [89] виведено інтегральне рівняння плоскої контактної 

задачі про зношування шару покриття внаслідок ковзання по ньому штампа. 

Для отримання чисельного розв’язку запропоновано покроковий за часом 

метод в комбінації методом чисельного інтегрування. Досліджено випадок 

нелінійного аксону зношування на стадіях припрацювання та усталеного носу. 

В роботі [83] Н. М. Д’яченко,  

Н. І.-В. Манько (2016) знайшли наближено-аналітичний розв’язок значеної 

задачі на кожному часовому кроці у випадку лінійного закону зношування. 

Залишилося відкритим питання про наближено-аналітичний розв’язок 

на часових кроках задачі з нелінійним законом зношування. 
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Крім того, поставлена задача не розв’язувалася за умов конформного 

контакту. 

Тепер розглянемо задачі в осесиметричній постановці. В роботі [89] 

досліджено усталений знос півпростору без покриття внаслідок обертання 

кільцевого в плані штампа навколо власної осі за лінійного закону 

зношування. 

Невирішеною була зазначена задача, яка б враховувала 

 шар-покриття на півпросторі, 

 нелінійний (степеневий) закон зношування, 

 як лінійний, так і нелінійний закони деформування покриття. 

Також потребують дослідження впливу на контактні характеристики на 

стадіях припрацювання та усталеного носу 

 законів зношування, 

 законів деформування покриття, 

 форм функцій конформного контакту. 

Особлива увага має бути приділена дослідженню поведінки функції тиску та 

профілю зношеної поверхні покриття у випадку прямування внутрішнього 

радіусу кільця до нуля в точках, що лежать на внутрішньому радіусі. 

Відомо, що при обертанні кругових в плані штампів навколо власної осі, 

лінійна швидкість в центрі круга дорівнює нулю, тому знос в цій точці має 

дорівнювати нулю, а тиск з часом має прямувати до нескінченності. Це 

підтверджено результатами роботи X. Zhang, H. Shen, J. Liu, S. Deng, X. Li, 

Z. Cai, M. Zhu (2019) [159], де розглянуто зношування півпростору внаслідок 

обертання кулі навколо власної осі і отримано нульове значення зносу та 

зростаючий в часі радіус площадка контакту. Результати щодо поведінки 

контактного тиску в процесі зношування в роботі [159] не наведено. Крім того, 

в цій роботі розглянуто модель деформування півпростору, що не 

використовує інтегральний оператор. 

Вимагає окремого дослідження осесиметрична задача про обертальний 

рух навколо власної осі циліндричного та параболоїдного, кругових в плані 

штампів. Крім необхідності виявлення закономірностей в поведінці 

контактних характеристик, потрібно ще знайти розміри площадок контакту 
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під параболоїдним штампом на кожному часовому кроці. Розв’язки 

зазначених задач з наведенням всіх зносоконтактних характеристик для 

кругових в плані штампів не знайдено серед опублікованих. 

 

1.6 Висновки з розділу 1 

 

 

Проблеми контактних взаємодій є важливим питанням в механіці 

деформівного твердого тіла, оскільки контакт є одним з основних способів 

роботи механізмів машин. При цьому на довговічність і міцність конструкцій 

суттєво впливає величина контактних тисків і зносу. Таким чином, 

дослідження в галузі зносоконтактних задач є актуальним. 

У результаті наведеного огляду сучасного стану проблеми в галузі 

зносоконтактних задач можна виділити наступні актуальні напрями 

дослідження: 

 розробка наближено аналітичних та чисельних підходів для 

розв’язання плоских та осесиметричних задач про зношування пружного шару 

покриття, який знаходиться в ідеальному контакті з пружною основою, за 

лінійного та нелінійного закону зношування, коли штамп знаходиться у 

поступальному або обертальному русі навколо власної осі (для плоскої та 

осесиметричної постановки відповідно) в умовах незмінної площадки 

контакту для штампів що мають поверхню, конформно узгоджену з 

поверхнею покриття, за лінійного та нелінійного законів деформування 

покриття; 

 аналітичний аналіз поведінки контактних характеристик під впливом 

законів зношування та законів деформування покриття; 

 розробка підходів до отримання результатів та їх аналізу на стадіях 

припрацювання та усталеного зносу; 

 дослідження особливостей поведінки осесиметричного контактного 

тиску та профілю зношеної поверхні на незмінній за часом площадці контакту 

при наближенні внутрішнього радіусу кільцевого в плані штампу до нуля; 
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 розробка підходів до розв’язання осесиметричних задачі зношування 

покриття при обертанні кругових в плані штампів навколо власної осі за 

незмінної та змінної площадок контакту, дослідження поведінки контактних 

характеристик в центрі площадки контакту, розробка способів пошуку радіусу 

невідомої площадки контакту у випадку параболоїдного штампу; 

 дослідження умов застосування методів, використаних до 

розв’язання кожної задачі. 

На підставі проведеного аналізу робиться висновок про те, що розробка 

підходів для розв’язання зносоконтактних задач теорії пружності в плоскій та 

осесиметричний постановках в умовах незмінної площадки комформного 

контакту та змінної за різними законами зношування та деформування тонкого 

покриття є самостійною проблемою з точки зору розвитку механіки 

деформованого твердого тіла та застосування ефективних методів і алгоритмів 

розрахунку, а також визначення контактних характеристик на стадії 

припрацювання, а у деяких випадках – ще й на стадії усталеного зносу. 
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РОЗДІЛ 2 

ПОРІВНЯЛЬНИЙ АНАЛІЗ КОНФОРМНИХ ПЛОСКИХ 

КОНТАКТНИХ ЗАДАЧ ПРО ЗНОШУВАННЯ ЗА СТЕПЕНЕВИМ 

ЗАКОНОМ ПРИ ФІКСОВАНІЙ ОБЛАСТІ КОНТАКТУ 

 

 

У даному розділі розглянемо контактну задачу зношування пружного 

тонкого шару-покриття, що лежить на основі, внаслідок ковзання по ньому 

штампа. Функція, що визначає форму підошви штампа, повинна бути парною, 

а в центрі області контакту дорівнюватиме нулю. У розділі дослідимо два 

випадки: випадок 1 – плоска підошва штампа, випадок 2 – підошва 

визначається швидко осцилюючою тригонометричною функцією. 

В розділі розглянуто конформний контакт, що передбачає 

повторюваність форм поверхонь підошви штампа і шару-покриття. 

Як зазначалося вище, залежність швидкості зношування від тиску може 

визначатися лінійним або степеневим (нелінійним) законами [89]. У даному 

розділі акцентовано увагу на степеневому законові зношування. 

Механічну поведінку тонкого шару-покриття будемо описувати 

моделлю Вінклера [89]. 

I. G. Goryacheva у роботі [89] виведено інтегральні рівняння 

зносоконтактних плоских задач і застосовано покроковий за часом метод для 

отримання чисельних розв’язків у випадках лінійного і степеневого законів 

зношування тонкого шару-покриття при ковзанні по ньому штампа з плоскою 

підошвою. 

Залишилося відкритим питання отримання наближено аналітичного 

розв’язку задачі у випадку 1 при степеневому законі зношування. У роботах 

[20, 83] запропоновано наближено аналітичний підхід до розв’язання даної 

задачі при лінійному законі, деякі ідеї якого збережено в цьому розділі. 
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Для розв’язання поставленої задачі застосуємо покроковий за часом 

метод, а на кожному кроці знайдемо наближено аналітичний розв’язок з 

використанням степеневих рядів і методу редукції. 

Чисельний підхід до отримання розв’язку плоскої зносоконтактної 

задачі у випадку 1, запропонований в [89], застосуємо як до задачі у випадку 1 

так і у випадку 2. Проведемо аналіз щодо ефективності застосування 

аналітичного підходу у кожному випадку. 

Чимало підходів до обчислення зносу пружних тіл, що контактують при 

постійній області контакту та постійному зовнішньому навантаженні, 

засновано на наявності стадії сталого зносу, коли нормальний тиск стає 

рівномірним на всій області контакту. Цю властивість досліджено в 

роботі [89]. Слід зазначити, що існування стадії сталого зносу виявлено в 

статті [58] дослідним шляхом. На це вказував незмінний в часі профіль 

поверхні, що зношується. Перевіримо зазначений ефект. 

 

 

2.1 Постановка задачі та її інтегральні рівняння 

 

 

Розглянемо плоску контактну задачу про взаємодію штампа з 

двошаровою пружною основою в наступній постановці [89]. Нехай пружний 

шар, товщина якого не перевищує 0h  лежить на пружній основі (рис. 2.1), а 

між шаром і основою виконуються умови ідеального механічного контакту. 

Крім того, задача розв’язується в діапазоні часу, я якому відсутнє повне 

зношування покриття. 

На штамп з плоскою основою півширини a  (рис. 2.1) діє постійна 

вертикальна сила P . Шар вважаємо тонким, тобто його ширина задовольняє 

умову 
0 / 1.h a   Шар товщиною  ,h x t  зношується штампом, що ковзає в 

напрямі осі Oy . 
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Рисунок 2.1 – Схема контакту штампа з пружним тонким шаром в плоскій 

постановці 

 

Припустимо, що швидкість зносу шару  , /h x t t   залежить від 

контактного тиску  ,p x t  за степеневим законом: 

 

 
*

( , ) ( , )
,w

h x t p x t
K

t p


 

   
  

 (2.1) 

 

де wK  – коефіцієнт зносу, що залежить від швидкості руху, температури і умов 

взаємодії; 
*p  – деякий характерний тиск [89, 106]. 

Як зазначено в монографії [89], дотичні напруження на площадці 

контакту діють тільки у напрямі руху штампа і відсутні у напрямі осі Ox , 

тобто 0xz  ; крім того, компонента zy  не впливає на розподіл контактних 

тисків, проте, впливає на швидкість процесу зношування. 

Накладемо припущення, що функція поверхні штампа є парною, тобто 

( ) ( )f x f x  . На основі співвідношень (1.5) і (1.7) у припущенні (0) 0f   

прийдемо до рівняння [89]: 

 

     , 0, ( , ) (0, ) ( ), ( ; )z zh x t h t u x t u t f x x a a        . 

 

 
  

  

  

  
  

    

Випадок 2   

Випадок 1   
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Якщо зміщення пружного шару задовольняє умову   1/,  xtxh , то в роботі 

[89] дійшли висновку, що другий доданок лівої частини може бути визначений 

співвідношенням 

 

       *

1

( , ) (0, ) , , 0, 0,z z

A
u x t u t h x t p x t h t p t

E
      

*

2

1
, ln ( )

a

a

x x
p x t dx f x

E x
. 

 

Це дало змогу записати рівняння для визначення тиску  txp ,  у довільний 

момент часу t  

 

           *

1

, 0, , , 0, 0,
A

h x t h t h x t p x t h t p t
E

           

 
*

2

1
, ln ( ),

a

a

x x
p x t dx f x

E x
 (2.2) 

 

де 
 

*

2
, ,

2 1

i
i i i

i

E
E E 





 – модуль пружності та коефіцієнт Пуассона шару 

 1i   і основи  2i  , причому 1 2E E . Відомо [89], що за припущення 

1 2 ,     
1 2 3 4     має місце формула 

   

 
2

2 1 1 2

1

n n n
A

   



, де 

*

1

*

2

E
n

E
, 3 4 ( 1, 2)i i i . 

У рівнянні (2.2) другий доданок лівої частини можна розглядати як 

переміщення поверхні завдяки наявності тонкого шару-покриття, що 

поводиться як покриття вінклерівського типу з коефіцієнтом пропорційності 

0

*

1

Ah
k

E
, а третій доданок характеризує переміщення пружної основи [89]. 
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Функція ( )f x  у правій частині рівняння (2) відрізняється для випадків 1 

і 2: у випадку 1 для штампа з плоскою підошвою ( ) 0f x , у випадку 2 для 

штампа з осцилюючою функцією форму підошви визначимо функцією 

 

1

( ) ( ) max ( ); ( ) cos
s

k k

k

f x g x g x g x C n x


   . 

 

де ( 1, )kn k s  – натуральні числа, більші за 1. 

У випадку 1 в початковий момент часу товщина шару   0,0h x h  для 

будь-яких  ;x a a  . Для того, щоб задовольнити умову конформності 

контакту, у випадку 2 потрібно покласти 

 

0,0 ( )h x h f x . 

 

Товщину шару у довільний момент часу t  можна визначити з рівняння 

зносу (2.1): 

 

    
 

*

0

,
, ,0 .

t

w

p x t
h x t h x K dt

p


 

   
 
  (2.3) 

 

Крім того, зазначені рівняння доповнюються умовою рівноваги: 

 

   ., Pxdtxp

a

a




 (2.4) 

 

Таким чином, маємо систему інтегральних рівнянь (2.2)-(2.4). В ній 

невідомими є функція товщини шару ,h x t  та функція контактного тиску 

( , ).p x t  
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2.2 Методи розв’язання 

 

 

2.2.1 Метод дискретизації за часом 

 

 

У роботах [84, 89] застосовано покроковий за часом метод розв’язання 

рівнянь (2.2)-(2.4). 

Якщо ввести наступні безрозмірні координати і функції: 
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то система інтегральних рівнянь (2.2)-(2.4) можна звести до розв’язання 

наступної системи: 
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У роботах [84, 89] застосовано покроковий за часом метод розв’язання 

зазначеної системи. Часовий проміжок розбиваємо на відрізки  1, ,k k   де 
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1 ,k k       0 0   ( 0,1,2,...)k  . Часовий крок   будемо визначати 

обчислювальним експериментом так, щоб зменшення значення   не 

впливало на контактні характеристики ( ) ( , )k kp p   , ( )k kD D  , 

( ) ( , )k kh h     у кожний фіксований момент часу k . 

На нульовому кроці ( 0 0  ) маємо 0( ) ( ,0)h h   і систему 

 

           0 0 0 0 00 0 0kh h A h p h p         
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Розв’язуємо її, знаходимо  0p  , а потім 
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На k -ому кроці ( 1,2,...)k   спочатку розв’язуємо систему 
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після чого знаходимо 
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    
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У результаті можна отримати товщину шару та розподіл тиску у різні 

моменти дискретного часу при зношуванні поверхневого шару. Даний метод 

дискретизації за часом застосовується у сполучені з аналітичним або 

чисельним методом розв’язання інтегральних рівнянь (2.5), (2.6). 

 

 

2.2.2 Аналітичний метод розв’язання системи інтегральних рівнянь 

на кожному часовому кроці у випадку штампа з плоскою підошвою  

 

 

Нульовий крок за часом. Розглянемо момент часу 
0 0  . Розв’язок 

задачі на цьому кроці дублює відповідний розв’язок, наведений в роботі [83] 

на всіх етапах, за винятком останнього, де обчислюється функція профілю 

зношеної поверхні з урахуванням степеневого закону зношування.  

Наведемо тут основні результати, що будуть використані у подальшому. 

1. Введено позначення: 
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2. З рівняння рівноваги  
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    виражено значення  0 0 :p  

 

    
1

0 0

1

1
0 .

2 2

P
p P d 



     (2.9) 

 



62 
 

3. Враховуючи співвідношення (2.5), (2.8), (2.9), у момент часу 
0 0   

отримано інтегральне рівняння 

 

      
 

   
1 1

0 0 0 0 0

1 1

1
ln .

2 2

w P
P P P d P d w

 
       

 
 

 
      

    

(2.10) 

 

4. Введення операторів 

 

    
1

1

1

1
ln ,B f f d
 

  
 



 
 

     
 

 
1

2

1

,
2

w
B f f d


  



    

       1 2Lf B B f      (2.11) 

 

дозволило переписати рівняння (2.10) у вигляді операторного рівняння 

Фредгольма другого роду 

 

        0 0 0
2

P
P I L P w        . (2.12) 

 

5. Введення множини   неперервних, невід’ємних, парних на відрізку 

 1;1  та зростаючих на відрізку  0;0,9  функцій  f x  для яких  0 0f   

дозволило довести, що на цій множини оператор 
0 [ 1;1] [ 1;1]( ) :I L C C     є 

стискуючим за умови 0 1Ah  . Отже, за цієї умови рівняння (2.12) має єдиний 

розв’язок на множині  . 

6. Знайдено розклади образу степеневої функції 2( ) n

n    

 0,1,2,3,...n   під дією введених вище операторів: 

    2

1 ,

1

,in n i

i

B   




      2

,

1

,in n i

i

L b  




  (2.13) 
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де 
 ,

1

2 2 1
n i

i n i



 

   
, 1,2,3,...i  ; , , 0,

1

2 1
n i n i ib

n
  


, 1,2,3,...i   

Оскільки за означенням функції  w   і оператора   1B f   маємо 

    1w B e  , де ( ) 1e   , то  

 

   2

0,

1

.ii

i

w   




  (2.14) 

 

7. За допомогою розвинення розв’язку рівняння в ряд Неймана 

доведено, що розв’язок рівняння (2.12) можна подати рядом 

 

     .
2

~
2

1

0
0

n

n
n

P
P  





  (2.15) 

 

8. Розклади (2.13)-(2.15) дозволяють звести рівняння (2.12) до 

нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих 

коефіцієнтів ряду (2.15): 

 

        0 0 0

0 , 0,

1

1,2,3,... .n n j j n n

j

b n    




     (2.16) 

 

9. Нескінченна система лінійних алгебраїчних рівнянь (2.16) 

розв’язується наближено за допомогою методу редукції шляхом зведення її до 

скінченної системи з M  рівнянь. Остання розв’язується ітераційним методом. 

Можливість застосування методу редукції і збіжність послідовності 

наближених розв’язків до точного на множині   за умов 0 1,Ah   
00 1   

пояснюється в [83]. 
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10. Співвідношення (2.8) і (2.9) дозволяють знайти невідому функцію 

контактного тиску в нульовий момент часу: 

 

      
 

 
0

0 2

0 0 0

1 1

0 1 .
2 2 1

j j

j

j j

P
p p P

j


   

 

 

 
     

 
 

   (2.17) 

 

Особливість поставленої задачі розділу 1 дисертаційної роботи у 

випадку 1 полягає у пошуку товщини шару по завершенню часу   за 

допомогою співвідношення (2.7): 

 

 
 

 
0

0 2

1 0 *
1 1

1 .
2 2 1

j j

j

j j

P
h h

p j




   
 

 

  
           

   

 

Оскільки у подальшому потрібно мати розклад отриманої функції в 

степеневий ряд, то виконаємо наступні перетворення. 

Спочатку перепишемо функцію  1h   у вигляді: 

 

  
 

 
0

0 2

1 0 *
1 1

1 1 ,
2 2 1

j j

j

j j

P
h h

p j

 


   
 

 

    
              

   (2.18) 

 

де 
 

 
 

 

 

0 0

0 0

0 0
1 0

1 , ( 1,2,3,...).
2 1

j j

j

j

j
j

 
 







   


  Отримаємо розклад функції 

 0 2

1

1 j

j

j



 




 
 

 
  в ряд Маклорена, використавши відомий розклад для функції 

 1 :u


  

          0 0 0 0 02 2 4 6 8

1 2 3 4

1

1 1 ...j

j

j



          




 
        

 
  
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          
2

0 0 0 02 4 6 8

1 2 3 4

1
...

2!

 
       


       

           
3

0 0 0 02 4 6 8

1 2 3 4

1 2
...

3!

  
       

 
       

            
4

0 0 0 02 4 6 8

1 2 3 4

1 2 3
... ...

4!

   
       

  
       

 

Далі зведемо подібні доданки при однакових степенях   і знайдемо 

закономірності 

 

1

,

1

1
,

s m

m s

i

i
p

i

 



 
   

 0

, , 1

1

,
m

s m s i m i i

i

a a   



  
 0

, ,s s sa   
 0

, ,

1

s

s m s s m

m

p a


  

 1,..., 1, 1,2,3,... ,m s s    

 

що дозволяють подати функцію  1h   у вигляді степеневого ряду 

 

      0 0 2

1 0 0*
1

1 .
2

j

j

j

P
h h

p




    




  
     

   
  

 

k -ий за часом крок. Нехай розв’язок на попередньому кроці  1
~

kp  

уже знайдено. У тому числі відома й функція товщини шару  

 

     2

0

.
k i

k i

i

h   




  (2.19) 

 

Щоб знайти функцію нормального тиску на k -му за часом кроці, потрібно 

розв’язати систему інтегральних рівнянь (2.5)-(2.6). Аналогічний вигляд мала 

задача на k -му кроці для лінійного закону зношування. Викладемо 

послідовність дій щодо її дослідження відповідно до роботи [83]. 
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1. Введено позначення: 

 

  1 0 ,k kAh          0 ,k k kP p p          0 .k k kH h h    (2.20) 

 

2. З умови рівноваги (2.7) виражено (0)kp : 

 

     .
2

1

2

~

0~
1

1




  dP
P

p kk  (2.21) 

 

3. З використанням (2.20) і (2.21) інтегральне рівняння (2.5) набуде 

вигляду 

 

     
 

 
1 1

1 1

1
ln

2
k k k k k

w
P P P d P d

 
      

 
 

 
      

   

            
1

1

1
.

2 2 2
k k k k k

P P
AH P P d w AH H      



 
      

 
  (2.22) 

 

4. Введено наступні лінійні оператори 

 

        
1

1

1
,

2
k kR f AH f f d    



 
   

 
        k kL f L R f        (2.23) 

 

і функцію  

 

        
2 2

k k k

P P
v w AH H      , (2.24) 

 

яка виражається через степеневі ряди з коефіцієнтами, що визначені на кроці  

1k  . Таким чином, інтегральне рівняння (2.23) перетворюється в операторне 

рівняння Фредгольма другого роду, де функція  kv  буде вільним членом:  
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        .k k k k kP I L P v         (2.25) 

 

5. Доведено, що на множині   рівняння (2.25) має єдиний розв’язок, 

який можна подати рядом 

 

     2

1

,
2

k i

k i

i

P
P   





   (2.26) 

 

а коефіцієнти знайти з нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

 

     
 

 
1

,

1 1 12 1

k n
k k k kj

n k n j j n n n s s

j j s

b A
j


      

  



  

 
      

  
    

  0,

2
1,2,3,... .n n nA n

P
       (2.27) 

 

6. Показано, що для наближеного розв’язання системи (2.27) можна 

застосовувати метод редукції і метод ітерацій. 

7. Використання (2.20), (2.21), (2.26) дозволило знайти шукану 

функцію нормального тиску в момент часу 
k : 

 

      
 

  2

1 1

0 1 .
2 2 1

k

kj j

k k k j

j j

P
p p P

j


   

 

 

 
     

 
 

   (2.28) 

 

Наступна дія характеризує відмінність в розв’язанні даної задачу від 

випадку лінійного закону [83]. З  співвідношень (2.7) і (2.28) знайдемо 

функцію товщини шару  1
~

kh :  

   
    2

1 *
0

k ik

k k i

i

p
h h

p




    






 
     

 
  
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 
  2

*
1 1

1 .
2 2 1

k

kj j

j

j j

P

p j




  
 

 

  
    

    
   

 

Введення позначень 

 

 
 

 
 

 0

1 0

1 , ( 1,2,3,...),
2 1

k k

k kj j

j k
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j

 
 







   


    

 
, , 1

1

,
m

k

s m s i m i i

i

a a   



  
 

, ,
k

s s sa   
 

, ,

1

s
k

s m s s m

m

p a


   1,..., 1, 1,2,3,...m s s    

 

дозволяє подати функцію товщини шару в момент часу 
1k 
 у вигляді: 

 

        2 2

1 0*
0 1

1 .
2

k k ki j

k i j

i j

P
h

p




      
 



 

  
     

   
   

 

 

2.2.3 Чисельне розв’язання системи інтегральних рівнянь на 

кожному часовому кроці 

 

 

Деталі отримання чисельного розв’язку виписано в монографії [89]. 

Опишемо лише ідею методу.  

1. Відрізок [ 1;1]  розбивається на непарну кількість N  рівних частин 

1[ ; ], 1,j j j N   .  

2. На кожному відрізку розбиття до наближеного обчислення  

інтегралів в рівняннях застосується теорема про середнє, а інтеграл від ядра на 

кожному відрізку розбиття обчислюється аналітично: 

   
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
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     
1

1/2 1

11

N

k k j j j

j

p d p     



    . 

 

3. Рівняння з номером ( 1) 2N   задовольняється тотожно. 

4. В результаті система (2.5)-(2.6) замінюється на систему з N  рівняння 

з N  змінними. Система допускає зменшення порядку вдвічі [89]. 

 

 

2.3 Аналіз числових результатів 

 

 

Числові результати будемо проводити у припущені, що відношення 

модулів пружностей шару і основи дорівнює 
*

1

*

2

0,1.
E

n
E

   Значення 

безрозмірних величин оберемо такі самі, як в монографії [89]: 1,4,    

,103
~ 2
0

h  ,109
~ 3P * 0,26.p   

Обчислювальний експеримент показав, що часовий крок можна вибрати 

рівним 0,01  , щоб контактні характеристики залишалися незмінними при 

зменшенні значення  . 

 

 

2.3.1 Розрахунки у випадку штампа з плоскою основою 

 

 

Наближено аналітичний розв’язок у випадку 1 (поверхня покриття та 

підошви штампа – плоскі) обчислювався за методом редукції для 50M   і 

100M   розрахунки показали збіжність у значеннях величин контактних 

характеристик до третього значущого знаку. 

На рис. 2.2 наведено графіки розподілу нормального тиску під штампом 

з плоскою основою в різні моменту часу процесу зношування за степеневим 

(а) і лінійним (б) законами зношування. А на рис. 2.3 – графіки відповідних 
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профілів зношеної поверхні в ті самі моменти часу. Оскільки обидві функції є 

симетричними, то графіки побудовано на відрізку  0,1 . Суцільним лініям 

відповідають наближено аналітичному розв’язку, маркованим – чисельним 

при 61N   і 21N  . Спостерігається відхилення між аналітичним і чисельним 

розв’язками при 21N   до 8%, при 61N   – до 2%. 

 

 

Рисунок 2.2 – Функції розподілу нормального тиску під плоским штампом в 

різні моменти часу для нелінійного (а) і лінійного (б) законів зношування 

 

Проаналізуємо ефективність наближено аналітичного розв’язання. 

По-перше, запропонований наближено аналітичний підхід, окрім 

іншого, спрямований на зведення інтегрального рівняння до такого вигляду, 

який дозволяє на певному класі функцій застосовувати ітераційні методи. 

Вони, в свою чергу, суттєво прискорюють отримання числових результатів 

порівняно з прямими методами розв’язання систем, до яких зводиться задача  

чисельними методами. 

 

  

 

 

  

а б 
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Рисунок 2.3 – Функції профілів зношеної поверхні шару під плоским 

штампом в різні моменти часу для нелінійного і лінійного законів 

зношування 

 

По-друге, ефективність наближено аналітичного підходу розв’язання 

визначається можливістю отримання однакової точності, розв’язуючи систему 

меншого порядку у  порівнянні з чисельним розв’язанням. 

По-третє, наближено аналітичний розв’язок дозволяє знайти значення 

контактних характеристик безпосередньо в межових точках області контакту, 

в той час, як чисельний – лише в точках, близьких до межі. 

 

 

2.3.2 Розрахунки у випадку контакту конформно узгоджених 

підошви неплоского штампа та поверхні покриття 

 

 

Розрахунки у випадку 2 проводилися для тригонометричних функцій 

 1( ) cos10 1f x C x   і  2( ) 0.5cos10 0.5cos8 1f x C x x    , де 
00.015C h , 

при тих самих параметрах степеневого закону зношування. 
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Застосування описаного вище аналітичного підходу передбачало б 

розвинення даної функції в степеневий ряд з невиправдано великою кількістю 

доданків, що знижує ефективність аналітичного розв’язання. Тому у даному 

випадку застосовано саме чисельний метод при 101N  . Відповідні результати 

наведено на рис. 2.4 суцільними лініями. 

 

 

 
Рис. 2.4 – Конформний контакт тонкого шару і штампа, форма якого 

описується функціями  1( ) cos10 1f x C x   (а), (б) і 

 2( ) 0.5cos10 0.5cos8 1f x C x x     (в), (г): розподіл контактного тиску (а), 

(в) і функції профілів зношеної поверхні тонкого шару (б), (г) в різні моменти 

часу 
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Вибір більшого значення N , ніж у випадку 1, пов’язано саме з 

осцилюючими властивостями функції, що визначає форму підошви штампа. 

Зокрема, відхилення між чисельними розв’язками, отриманими при 81N   і 

101N  , становить до 2%, в той час, як у випадку 1 для таких значень N  

відхилення становить менше за 0,2%. 

Задля покращення наочності поведінки цих функцій контактного тиску 

на рис. 2.4 в для форми підошви, визначеної функцією 
2( )f x , діапазон зміни 

значень функцій тиску звужено до відрізку [12; 22]. 

У випадку 2 швидко осцилюючої функції підошви штампа, що 

знаходиться у конформному контакті з шаром, розподіл контактного тиску в 

кожний момент часу характеризується функцією, локальні максимуми 

(мінімуми) якої розміщуються в точках локального мінімуму (максимуму) 

функції, що визначає форму штампа. 

Рисунок 2.4 доповнено штриховими лініями, що відповідають контакту 

штампа з плоскою підошвою (випадок 1), що надає змогу встановити зв’язок 

між зносоконтактними характеристиками задач у випадках 1 і 2. При цьому, 

функція розподілу контактного тиску під плоским штампом «усереднює» 

значення функції тиску під штампом з осцилюючою формою. До того ж, 

мають місце суттєві відхилення в значеннях функції тиску в точках, близьких 

до межі області контакту. Для обраного типу осцилюючої функції значення 

функції тиску на межі у випадку 1 більші за значення у випадку 2. 

 

 

2.3.3 Аналіз результатів 

 

 

Аналіз результатів дозволив дійти загальних висновків: 

1) у будь-який момент часу функція розподілу контактного тиску є 

обмеженою, причому найменший тиск спостерігається в центрі області 

контакту, а найбільший – в точках, близьких до межі цієї області; 
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2) з часом нормальний тиск вирівнюється, тобто збільшується в центрі 

області контакту і зменшується у точках, близьких до межі; причому, у 

випадку 2 функція тиску з часом зменшує коливання на всіх відрізках області 

контакту; 

3) найбільший знос тонкого шару спостерігаємо в точках, близьких до 

межі області контакту. 

Аналіз результатів розглянутому задачі показує якісну відповідність 

висновкам, отриманим в [89]. Зокрема, отримано, що процес зношування 

умовно ділиться на дві стадії: 

1. На початковій стадії (стадії припрацювання) як нормальний тиск, так 

і форма зношуваної поверхні стрімко змінюються. 

2. На другій стадії (стадії сталого зносу) тиск перерозподіляється 

і наближається до рівномірного, а форма зношуваної поверхні стабілізується. 

Порівняння результатів, отриманих для різних законів зношування 

показує, що нелінійному закону відповідає менша швидкість зношування, 

тому нелінійний закон потребує більшого часу для досягнення аналогічних 

лінійному закону значень зносоконтактних характеристик. 

Достовірність отриманих результатів підтверджується порівнянням з 

результатами, отриманими науковцями іншими методами. Так, задача у 

випадку 1 була розв’язана не тільки запропонованим в роботі наближено 

аналітичним підходом, але й чисельним, викладеним в роботі [89]. Результати 

повною мірою узгоджені. 

Аналогічна задача до випадку 2 розглянута для в’язкопружного шару-

покриття в роботі [106]. Наведені в [106] числові результати якісно 

узгоджуються з отриманими в даній роботі. 

 

 

 

 

 



75 
 

2.4 Висновки з розділу 2 

 

 

В розділі розглянуто плоску контактну задачу про зношування 

пружному шару при ковзанні по ньому штампа. 

Розглядається конформний контакт, який передбачає взаємне 

повторення форми поверхонь підошви штампа і шару. Найпростішим 

випадком таких задач є контакт штампа з плоскою основою. Саме цей випадок 

розглянуто в роботі першим і знайдено як наближено аналітичний, так і 

чисельний розв’язок. Другим став випадок штампа з формою підошви, що 

визначається швидко осцилюючою функцією. Застосування наближено 

аналітичного підходу є неефективним для такої задачі. 

Дані задачі розглянуто при степеневому законі зношування. У першому 

випадку розрахунки проведено також і для лінійного закону. Порівняльний 

аналіз свідчить про повільніший процес зношування при нелінійному законі. 

У обох випадках підтверджено наявність двох стадій зношування: стадії 

припрацювання і стадії сталого зносу. Остання, зокрема, характеризується 

вирівнюванням функції контактного тиску в обох випадках конформного 

контакту, а форма профілю зношеної поверхні стабілізується. 

Розглядаючи зв’язок між контактними характеристиками конформного 

контакту у випадках, коли штамп і покриття визначені плоскими поверхнями 

або осцилюючими функціями, виявлено, що на стадії усталеного зносу функції 

контактного тиску в обох випадках близькі за значеннями. 
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РОЗДІЛ 3 

ДОСЛІДЖЕННЯ РІЗНИХ СТАДІЙ ОСЕСИМЕТРИЧНОГО 

ЗНОШУВАННЯ ЗА НЕЗМІННОЇ ДІЛЯНКИ КОНТАКТУ 

 

 

Розглянемо осесиметричну зносоконтактну задачу про взаємодію 

абсолютно жорсткого, кільцевого в плані штампа з півпростором, що має 

тонке покриття. Зношування покриття здійснюється в процесі обертання 

штампа навколо власної осі. Розв’язок такої задачі може бути використаним 

для розрахунку зносу в осьовому підшипнику ковзання, дисковому гальмі, 

муфті зчеплення та інших спряженнях. 

У цьому розділі, як і в попередньому,  розглянемо конформний контакт 

штампа і покриття. Контакт тіл з абсолютно плоскими поверхнями є 

найпростішим конформним (випадок 1). Розглянемо також випадок 

поверхонь, що визначаються осцилюючими функціями (випадок 2). 

У розділі розглянемо залежність швидкості зношування від контактного 

тиску за лінійним або степеневим законом. 

У монографії [89] виписано інтегральне рівняння осесиметричної 

зносоконтактної задачі для півпростору без покриття, а дослідження 

проведено лише для лінійного закону зношування. До розв’язання застосовано 

розклад інтегрального оператора за власними функціями. Отримано розв’язок 

у випадку відомого осідання штампа та наведено результат для стадії 

усталеного зносу. Крім того, в зазначеній монографії застосовано покроковий 

за часом метод розв’язання плоскої зносоконтактної задачі, який 

використаємо в цьому розділі 

Найчастіше в контактних задачах покриття описується моделлю 

Вінклера [89]. Саме так моделюватимемо тонке покриття тут. 
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У праці [89] до розв’язання інтегральних рівнянь плоскої 

зносоконтактної задачі застосовано комбінацію покрокового за часом методу 

і методу чисельного інтегрування. Поєднання таких методів застосуємо тут до 

осесиметричної задачі. 

K. E. Kazakov, A. V. Manzhirov [106] авторськими методами 

досліджували інтегральні рівняння задач зношування за конформного 

контакту з відомою правою частиною для в’язкопружних тіл і виключно за 

лінійного закону зношування. 

У цьому розділі дослідимо осесиметричну контактну задачу про 

обертання кільцевого в плані штампа на півпросторі-основі з тонким 

покриттям на стадії припрацювання як за лінійним, так і нелінійним законом 

зношування з пошуком невідомого осідання штампа. Проаналізуємо вплив 

розмірів кільця на контактні характеристики зокрема при наближені до нуля 

внутрішнього радіусу кільця, з метою простеження особливостей в точках, 

близьких до центру. Розглянемо також конформний контакт, визначений 

осцилюючими функціями, для пружної двошарової основи, зокрема за 

нелінійного закону зношування, та встановимо зв’язок між результатами у 

випадках 1 і 2. 

 

 

3.1 Постановка задачі та її рівняння 

 

 

Розглянемо півпростір з тонким шаром-покриттям, товщина якого не 

перевищує 0h , та штамп, що у плані має форму кільця з внутрішнім радіусом 

a , зовнішнім – b . Товщину покриття вважаємо такою, що 0 1h b  . Поверхні 

штампа і шару конформно узгоджені (рис. 3.1), а між шаром і основою 

виконуються умови ідеального механічного контакту. 
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Рисунок 3.1 – Схема контакту кільцевого в плані штампа з пружним тонким 

шаром в осесиметричній постановці у двох випадках конформного 

контакту, що досліджуються в розділі 3 

 

Зберігаємо ті самі позначення пружних характеристик, а саме:  
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Розглянемо осесиметричну контактну задачу про вдавлювання в 

півпростір з покриттям вертикальною силою P  такого циліндричного 

порожнистого штампа, що обертається навколо власної осі з кутовою 

швидкістю   (рис. 3.1). 

У результаті зношування штампом шар матиме змінну товщину ( , )h r t   у 

межах незмінної площадки контакту a r b  . Припустимо, що швидкість 

зносу шару нелінійно залежить від контактного тиску  ,p r t : 
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   

  
, (3.1) 

 

де wK  – коефіцієнт зносу, що залежить від умов взаємодії; *p  – деякий 

характерний тиск [89]. Якщо в рівнянні (3.1) показник степеня 1  , то маємо 

лінійний закон зношування, якщо 1   – степеневий. 

  

  

   

  

Випадок 2   

Випадок 1 
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Задачу будемо розв’язувати в діапазоні часу, в якому відсутнє повне 

зношування покриття. 

У процесі обертання штампа на площадці контакту виникають дотичні 

напруження ( , )z r t , перпендикулярні до радіусу площадки контакту і 

підпорядковані законові Кулона-Амонтона ( , ) ( , )z r t p r t   , де   – коефіцієнт 

тертя. Відомо [84, 89], що для осесиметричної контактної задачі з тертям ці 

дотичні напруження z  не впливають на контактний тиск  ,p r t .  

Умова контакту штампа і півпростору з покриттям у довільний момент 

часу t  має вигляд [89]: 

 

 *( , ) ( , ) ( ) ( )zu r t w r t D t f r   ,  a r b  . (3.2) 

 

У правій частині рівняння (3.2) ( )D t  – невідома функція осідання штампа, 

( )f r  – функція, що визначає форму поверхні штампа, а саме: у випадку 1, для 

штампа з плоскою підошвою ( ) 0f r  , у випадку 2, для штампа з осцилюючою 

функцією поверхні – 

 

1

( ) ( ) max ( ); ( ) cos
s

k
k

k

n r
f r g r g r g r C

b a


  


 , 

 

де ( 1, )kn
k s

b a



 – натуральні числа. В лівій частині рівняння (3.2) контактні 

переміщення ( , )zu r t  утворюються з пружних переміщень півпростору 

 

 2

z,half-spase * 2 2
2 0

,1

2 cos

b

a

p r t r dr d
u

E r r r r

    

    

   

 

і пружного шару 
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z,layer ( , ) ( , ) ( , )u r t k r t p r t , 

 

що веде себе як покриття Вінклерівського типу з коефіцієнтом пропорційності 

*

1

( , ) ( , )
A

k r t h r t
E

 . Тут коефіцієнт A  за припущення 
1 2 ,      (і відповідно 

1 2 3 4    ) дорівнює 
   

 
2

2 1 1 2

1

n n n
A

   



 [89]. Зумовлене 

зношуванням переміщення можна подати формулою 

 

*( , ) ( ,0) ( , )w r t h r h r t  . 

 

З урахуванням зазначених співвідношень рівняння (3.2) на площадці 

контакту a r b   набуває вигляду 

 

 
 

2

* *2 2
2 10

,1
( , ) ( , ) ( ,0) ( , )

2 cos

b

a

p r t r dr d A
h r t p r t h r h r t

E Er r r r

    
   

    
   

 ( ) ( )D t f r  . (3.3) 

 

Зазначимо, що у початковий момент часу випадку 1 відповідатиме товщина 

шару   0,0 ,h r h  а випадку 2 конформного контакту –   0,0 ( )h r h f r   

для  ;r a b . 

До того ж, виконується умова рівноваги сил: 

 

  
2

0

,

b

a

P p r t r dr d



     . (3.4) 

 

 

3.2 Підґрунтя для застосування комбінації методів 
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Уведемо нові безрозмірні величини 

 

2 *

2

, , ,w

r P
t K r P

b b E
      0

0 ,
h

H
b

   
1 1

, ,
w

h r h rb
b K

 
   

 
,  

*
*

*

2

p
p

E
 , 

A
A

n
 ,    *

2

1 1
, ,

w

p r p rb
E K

 
   

 
,   

1 1

w

D D
b K

 
   

 
,     

1
f r f rb

b
 ; 

2 2( , , ) 2 cosr r r r r r        ,  ds r dr d   , 

 

які дають змогу перетворити рівняння (3.1), (3.3), (3.4) і звести задачу до 

розв’язання системи рівнянь 

 

 
 2 1

0 /

,1
( , ) ( , ) ( ,0) ( , ) ( ) ( )

( , , )
a b

p r ds
A h r p r h r h r D f r

r r

  
              ; (3.5) 

 
*

0

( , )
( , ) ( ,0)

p r
h r h r r d

p


 

    
 
 ; (3.6) 

  
2 1

0 /

,
a b

P p r ds



    (3.7) 

 

відносно безрозмірних невідомих: функції контактного тиску ( , )p r  , функції 

профілю зношеної поверхні ( , )h r   і осідання штампа ( )D  . 

Для подальших досліджень корисним буде введення лінійного 

оператора 

 

 
 2 1

0 /

1
[ ]( )

( , , )
a b

g r ds
Lg r

r r

 


    . (3.8) 

До розв’язання системи (3.5)-(3.7) застосуємо покроковий за часом 

метод, застосований в роботах [84, 89]. Часовий проміжок розбиваємо на 
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відрізки  1, ,k k   де 1 ,k k      0 0   ( 0,1,2,...)k  . Аналогічно до 

попереднього розділу, часовий крок   будемо визначати обчислювальним 

експериментом так, щоб зменшення значення   не впливало на контактні 

характеристики ( ) ( , )k kp r p r  , ( )k kD D  , ( ) ( , )k kh r h r   у кожний 

фіксований момент часу k . 

З урахуванням того, що  0 ( ,0)h r h r , на нульовому кроці розв’язуємо 

систему 

 

 0 0 0 0[ ]( ) ( ) ( ) ( )Lp r A h r p r D f r   ; (3.9) 

  
2 1

0

0 /a b

P p r ds



   , (3.10) 

 

яка відповідає рівнянням (3.5), (3.7) при 0 0  . Після отримання її розв’язку 

0( )p r , 
0D  обчислюємо 1( )h r  за формулою 

 

     0
1 0 *

( )p r
h r h r r

p



 
   

 
, (3.11) 

 

яка є наближенням для співвідношення (3.6). 

Відповідно до (3.5) і (3.7) на k -ому кроці ( 1,2,...)k  спочатку 

розв’язуємо систему  

 

  0[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kLp r A h r p r h r h r D f r       ; (3.12) 

  
2 1

0 /

k

a b

P p r ds



   , (3.13) 

після чого визначаємо  1kh r  за наближеною формулою 
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    1 *

( )k
k k

p r
h r h r r

p





 
   

 
. (3.14) 

 

 

3.2.1 Властивості інтегральних операторів рівнянь  

 

 

Дослідимо властивості операторів рівнянь (3.9), (3.12). Для дослідження 

застосуємо відомий розклад інтеграла, отриманий за допомогою розвинення 

ядра інтеграла за функціями Лежандра. Він має вигляд (див. [82, 145]):  

 

 
 

 
22 1

2

00 /

(2 1)!!
2

( , , ) (2 )!!
n

na b

g r ds n
U r

r r n

 



  
      

  , (3.15) 

де 

 
2 1 21

2

/

( ) ( )

n nr

n

a b r

r r
U r g r dr g r dr

r r



   
       

   
  . 

 

Розглянемо простір 
;1

a

b

С
 
 
 

 функцій  g r , неперервних на відрізку ;1 .
a

b

 
 
 

 

Функції  2nU r  є неперервними на цьому відрізку як сума інтегралів із 

змінною межею. Оскільки  

 

 
2 1 21

2

/

( ) ( )

n n

n

a b

r r
U r g r dr g r dr

r r





   
        

   
   

2 2 2

2 1
1

( / ) 2 2
max ( ) ( ) ,

1 2 1 2 2 2 (2 2) 2 1 2 2

n n

na
r

b

x x x a b
g r g r

n n n x n n n




 

   
          

       
 

то ряд (3.15) мажорується збіжним знакододатним числовим рядом 
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2

0

(2 1)!! 2 2
2 ( )

(2 )!! 2 1 2 2n

n
g r

n n n





   
    

   
  

 

і тому є рівномірно збіжним, а його сума є неперервною функцією на відрізку

;1
a

b

 
 
 

. Отже, доходимо висновку, що лінійний оператор L  діє із простору 

;1
a

b

С
 
 
 

 в себе.  

Зважаючи на те, що  

 

2

0

(2 1)!! 1 1
0

(2 )!! 2 2 1 2n

n

n n n





   
   

   
 , 

 

для ( ) 1g r   матимемо 

 

21 2 2 2 2

2 1
0/ 0

(2 1)!! ( / )
2

( , , ) (2 )!! 1 2 (2 2)

n n

n
na b

ds n x a b

r r n n x n

 




  
          

  . 

 

У праці [146] зазначено, що 

 

 

2 2 2 2

2 1
0

(2 1)!! ( / )
0 1 arcsin

(2 )!! 1 2 (2 2) 2

n n

n
n

n x a b a a

n n x n b b






  
     

    
 . (3.16) 

 

З (3.8) і (3.16) випливає оцінка норми 

 

 
 

1 2

/ 0

1
[ ]( ) 2 1 arcsin

( , , ) 2
a b

g r ds a a
Lg r g r

r r b b

   
   

    
  . 

 

Тому 

 2 1 arcsin
2

a a
L

b b

 
  

 
. (3.17) 
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У рівнянні (3.9) функція 0( )h r  є відомою. Кожен наступний крок 

передбачає початкове визначення функції зносу шару-покриття  kh r  зі 

співвідношення (3.14), що дає змогу розглядати цю функцію як відому при 

розв’язанні рівняння (3.12). Отже, дослідження як рівняння (3.9), так і 

рівняння (3.12) на існування єдиного розв’язку зводиться до дослідження 

рівняння 

 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )k k kLp r A h r p r y r  . 

 

Перепишемо його у вигляді  

 

  
1 ( )

( ) 1 ( )
2 2 2

k
k k k

A h y r
p r Lp p r

    
      

     

. (3.18) 

 

Дослідимо оператор 
1 ( )

1
2 2

kA h r
L I

 
  
 

, де I  – тотожній оператор: 

 ( ) ( )Ig r g r . При цьому припустимо, що справджується нерівність 

( ) 2kA h r   на відрізку ;1
a

b

 
 
 

. Внаслідок зазначеного вище, цей оператор діє із 

простору 
;1

a

b

С
 
 
 

 в себе. Розглянемо наступну норму з урахуванням того, що 

максимум неперервної на відрізку функції досягається у певній точці відрізка 

0 ;1
a

r
b

 
 
 

: 

 

   
;1

1 ( ) 1 ( )
( ) 1 ( ) max ( ) 1 ( )

2 2 2 2

k k

a
r

b

A h r A h r
Lg r g r Lg r g r

 
 
 

   
        
   
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   0
0 0

1 ( )
( ) 1 ( )

2 2

kA h r
Lg r g r

 
   

 
. (3.19) 

 

Тепер зазначимо, що без обмеження загальності міркувань можна 

вважати, що 0( ) 0g r  . Коли вираз під знаком модуля (3.19) невід’ємний, з 

урахуванням (3.17) матимемо: 

 

   0
0 0 0

1 ( ) 1 1
( ) 1 ( ) ( )

2 2 2 2

kA h r
Lg r g r Lg r L g

 
      
 

 

 1 arcsin
2

a a
g

b b

 
   
 

. (3.20) 

 

Якщо вираз під модулем (3.19) від’ємний, то   0
0 0

1 ( )
0 ( ) 1 ( )

2 2

kAh r
Lg r g r

 
   

 
 

і можна стверджувати про можливість вибору такого числа (0,1)q , яке дає 

змогу записати подання 

 

  0
0 0

1 ( )
( ) 1 ( ).

2 2

kA h r
Lg r q g r

 
  

 
 

 

У результаті матимемо: 

 

 0 0
0 0 0

( ) 1 ( )
1 ( ) ( ) 1 (1 ) ( )

2 2 2

k kA h r A h r
g r Lg r q g r

   
        

   
 

 
;1

( )
max 1

2
  k

a
r

b

A h r
g

 
 
 

 
   

 
. (3.21) 

 

З оцінок (3.20) і (3.21) випливає, що досліджуваний оператор є стискальним, 

якщо 
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max 1 , 1 arcsin 1
2 2

kA h a a

b b

   
    

   

. 

 

Отже, всі умови принципу стискальних відображень у банаховому просторі 

;1
a

b

С
 
 
 

 виконуються, якщо на  відрізку ;1
a

b

 
 
 

 справджується нерівність 

 

 ( ) 2kA h r  . (3.22) 

 

При цьому рівняння (3.18) має єдиний розв’язок у просторі 
;1

a

b

С
 
 
 

. 

Зауважимо, що рівняння (3.9) і (3.10) є частковими випадками рівнянь 

(3.12), (3.13) відповідно при 0k  , що дає змогу робити загальні висновки. 

З наведеного вище випливає, що на кожному часовому кроці рівняння 

(3.12), як еквівалентне рівнянню (3.18), має єдиний неперервний розв’язок за 

виконання умови (3.22). 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.2 Чисельне розв’язання системи інтегральних рівнянь на 

кожному часовому кроці 

 

 

Розглянемо чисельне розв’язання системи (3.12), (3.13) на кожному 

часовому кроці. Зафіксуємо 0,1,2,...;k   відрізок ;1
a

b

 
 
 

 розбиваємо на N  



88 
 

рівних частин 1[ ; ], 1,j j j N   . На кожному відрізку розбиття до інтегралів в 

рівняннях застосуємо наближення теореми про середнє 

 

 
 

 
1

2 1 2

1/2

10 / 0
( , , ) ( , , )

j

j

N
k

k j

ja b

p r ds r dr
p d

r r r r


 



 

  
  

    
    ; (3.23) 

      
2 1

2 2

1/2 1

10 /

N

k k j j j

ja b

p r ds p



 



              . (3.24) 

 

У результаті систему (3.12), (3.13) замінили системою 1N   наближених 

рівнянь 

 

 
1

2

1/2 1/2 1/2

1 1/20

1
( ) ( )

( , , )

j

j

N

k j k i k i

j i

r dr
p d A h p

r




  

 

 
     

   
    

  0 1/2 1/2 1/2( ) ( )i k i k ih h D f  
         ,  1,i N ; (3.25) 

    2 2

1/2 1

1

N

k j j j

j

P p  



             (3.26) 

 

відносно 1N   змінних   1/2, , 1,k k jD p j N  . У рівнянні (3.25) внутрішній 

інтеграл обчислюємо аналітично, а зовнішній – чисельно. 

 

 

3.3 Аналіз результатів числових досліджень 

 

 

Для отримання числових результатів значення безрозмірних величин 

оберемо такі самі, як в монографії [89]: 2

0 3 10 ,H    
39 10 ,P    * 0.26p  , 

*

1

*

2

0.1,
E

n
E

   1   і 1.4  . Обчислювальний експеримент показав, що 
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часовий крок можна вибрати рівним 0.01  , щоб контактні характеристики 

залишалися незмінними при зменшенні значення  . 

 

 

3.3.1 Штамп з плоскою підошвою  

 

 

Розглянемо випадок 1 штампа з плоскою підошвою ( ) 0f r  . Оскільки 

півпростір з шорсткістю часто наближено вважають тонким покриттям 

Вінклерівського типу, то отримані результати при 0   можна порівнювати з 

результатами праці [146]. Коли коефіцієнти шорсткості наближаються до 

нульових значень, відповідні контактні характеристики порівнюють з 

характеристиками класичної задачі (без шорсткості), які, наприклад, наведені 

у праці [145]. Відповідні функції контактного тиску на рис. 3.2 а, б і рис. 3.5 а, 

б, в зображено пунктирними лініями. 

На рис. 3.2–3.4 відповідно побудовано графіки функцій розподілу 

контактного тиску, функцій профілів зношеної поверхні шару-покриття 

штампом з плоскою підошвою, залежностей заглиблення штампа D  від 

часового параметра   для двох законів зношування (лінійного, 1   – рис. 

3.2–3.4 а та степеневого, 1.4   – рис. 3.2–3.4 б. Суцільні лінії відповідають 

кількості відрізків розбиття 25N  , марковані – 10N  . 
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а 

 

б 

Рисунок 3.2 – Графіки функцій розподілу контактного тиску під штампом з 

плоскою підошвою за різних значень часового параметра   для двох законів 

зношування (а) – лінійного, 1   та (б) – степеневого, 1.4   
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а 

  

б 

Рисунок 3.3 – Графіки функцій профілів зношеної поверхні шару-покриття 

штампом з плоскою підошвою за різних значень часового параметра   для 

двох законів зношування (а) – лінійного, 1   та (б) – степеневого, 1.4   

 

На рис. 3.2 значенню безрозмірного часу 0   відповідають лінії 1, 4, 7, 

10; 0.16   – 2, 5, 8, 11; 0.64   – 3, 6, 9, 12, 17 для обох законів зношування. 

При цьому лінії 13, 14, 15, 16 на рис. 3.2 б побудовано для степеневого закону 

зношування для 2  . 
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На рис. 3.3 значенню 0.16   відповідають лінії 1, 4, 7, 10; 0.64   – 2, 5, 

8, 11; 1   – 3, 6, 9, 12, 17 для обох законів зношування. 

На рис. 3.4 значенню / 0.5a b   відповідає лінія 1, / 0.3a b  – 2, / 0.1a b   

– 3, / 0.001a b   – 4. 

 

  

а б 

Рисунок 3.4 – Графіки залежностей заглиблення штампа D  від часового 

параметра   для двох законів зношування: 

(а) – лінійного, 1   та ()б – степеневого, 1.4   

 

Порівнюючи результати, отримані для кількості відрізків розбиття 

10N   і 25N  , спостерігаємо відхилення до 2%. Отже, вибір 25N   дає 

змогу отримати результати з достатньою точністю. 

Відомо [89] про наявність двох стадій зношування – стадії 

припрацювання і стадії усталеного зносу. За лінійного закону зношування 

стадія усталеного зносу наступає раніше, ніж за степеневого. Так, для кільця з 

параметрами / 0.5a b   за лінійного закону значення контактного тиску для 

0.64   і 1   відрізняються на 2%, а для 1   і 2   – на 0,1%. Тому у цьому 

випадку можна вважати, що з моменту часу 1   починається стадія 

усталеного зносу. Водночас, за степеневого закону стадія усталеного зносу 

починається з 2  . При цьому зменшення значення /a b  призводить до того, 

що усталений знос наступає пізніше. 
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У монографії [89] наведено результат розв’язання осесиметричної 

зносоконтактної задачі про вдавлювання кільцевого в плані штампа з плоскою 

підошвою у пружний півпростір (без покриття) на стадії усталеного зносу за 

лінійного закону зношування. Для порівняння результатів визначено функцію 

тиску при / 0.8a b   і 0.64   (рис. 3.2 а, лінія 17). Отримані результати добре 

узгоджуються з результатами праці [89] на стадії усталеного зносу, що 

свідчить про достовірність результатів. 

Щодо стадії припрацювання, то праця [89] не містить відповідних 

результатів для осесиметричної задачі. Аналіз цієї стадії показує, що в обох 

випадках лінійного і нелінійного законів функція розподілу контактного тиску 

змінює свою поведінку. На початковій стадії найбільше значення функції 

досягається на зовнішній межі площадки контакту, а найменше – всередині 

цієї площадки. У процесі припрацювання точка набуття найбільшого значення 

пересувається в бік внутрішньої межі площадки контакту, а найменшого – в 

бік зовнішньої межі. З часом на стадії припрацювання значення контактного 

тиску у точках внутрішньої межі збільшується, а зовнішньої – зменшується. 

На стадії усталеного зносу значення контактного тиску стабілізуються на всій 

площадці контакту. 

На стадії припрацювання форма профілю зношеної поверхні змінюється, 

а на стаді усталеного зносу – залишається стабільною.  

Функція осідання штампа є зростаючою за часом. У кожний фіксований 

момент часу більшим значенням величини /a b  відповідають більші значення 

осідання штампа. 

Порівнюючи функції розподілу контактного тиску під штампами з 

різними внутрішніми радіусами, бачимо, що на спільній площадці контакту у 

фіксований момент часу тиск у всіх точках буде більшим для штампа з 

більшим внутрішнім радіусом. Аналогічну поведінку спостерігаємо і для 

профілів зношеної поверхні. 

У монографії [89] зазначено, що для кругового в плані штампа в центрі 

площадки контакту ( 0r  ) знос повинен дорівнювати нулю, внаслідок чого 

тиск у цій точці прямує до нескінченності. Зазначений ефект можна 

спостерігати, аналізуючи отримані результати у випадку, коли внутрішній 
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радіус кільця близький до нуля, до прикладу, при / 0.001a b  . Як бачимо, знос 

у точках, близьких до / 0.001r b  , є незначним, оскільки тут профіль 

зношування змінюється несуттєво. Водночас контактний тиск в околі точки 

/ 0.001r b   суттєво збільшуються з часом. 

Пригадаємо про зв’язок між покриттям Вінклерівського типу, яким 

моделювалося покриття півпростору даної задачі, і шорсткістю поверхні 

півпростору. Це дає змогу провести порівняння результатів, отриманих тут 

при 0  , з результатами статті [146]. Спостерігаємо якісне узгодження 

поведінки контактного тиску в двох задачах. 

 

 

3.3.2 Конформний контакт, визначений осцилюючими функціями 

 

 

Розглянемо випадок 2 конформного контакту, визначеного 

осцилюючими функціями. Розрахунки проводили для тригонометричних 

функцій 1 1

10
( ) cos 1

r
f r C

b a

 
  

 
 і 2 2

10 8
( ) 0.5cos 0.5cos 1

r r
f r C

b a b a

 
   

  
 при 

0.5
a

b
 , та 1 1

14
( ) cos 1

r
f r C

b a

 
  

 
 при 0.3

a

b
  з вибором коефіцієнтів 

2 00.0015С h , 1 00.001С h  для нелінійного закону, 1 00.002С h  – для 

лінійного. Внаслідок того, що функція, яка визначає конформний контакт, 

осцилююча, кількість відрізків розбиття потрібно обирати більшою, ніж у 

випадку 1. Для розрахунків було обрано 40N   і 50 . Різниця результатів була 

меншою за 1%. Тому обчислення проведено для 40N  . 

На рис. 3.5 і 3.6 зображено функції, що характеризують контактну 

взаємодію у випадку конформного контакту для двох законів зношування. 

На рис. 3.5 зображено функції контактного тиску та профілю зношеної 

поверхні для конформного контакту, визначеного функціями ( ) 0f r   і 1( )f r   

(рис. 3.5 а–г), ( ) 0f r   і 2( )f r  (рис. 3.5 д, е) для лінійного (рис. 3.5 а, б) і 
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нелінійного (рис. 3.5 в–е) законів зношування, де штрихові чорні лінії 

відповідають ( )f r , суцільні сірі – 1,2 ( )f r ; марковані побудовані для 50N  , 

інші – 40N  : 

 на рис. 3.5 а: 0   – лінії 1; 0.04  – 2; 0.09   – 3; 0.16   – 4; 

0.25  – 5; 0.64  – 6; 

 на рис. 3.5 в, д: 0   – лінії 1; 0.16   – 2; 0.36   – 3; 0.64  – 4; 

2  – 5; 

 на рис. 3.5 б, г, е: 0   – лінії 1; 0.04  – 2; 0.09   – 3; 0.16   – 

4; 0.25  – 5; 0.36  – 6; 0.49  – 7; 0.64  – 8. 

Враховуючи, що на рис. 3.5 конформному контакту, визначеному 

плоскими поверхнями, відповідають штрихові лінії, а контакту, визначеному 

осцилюючими функціями, – суцільні лінії, можна проаналізувати взаємне 

розташування графіків функцій відповідних контактних характеристик. 

Спостерігаємо коливання графіків функцій контактного тиску і профілів 

зношеної поверхні, що відповідають осцилюючим функціям, навколо 

аналогічних графіків, визначених плоскими поверхнями. Амплітуди коливань 

графіків контактного тиску зменшуються протягом стадії припрацювання 

(рис. 3.5 а, в, д), однак амплітуди функцій профілю зношуваної поверхні – не 

змінюються (рис. 3.5 б, г, е), оскільки жорсткий штамп має незмінну поверхню. 

На рис. 3.6 побудовано графіки залежностей осідання штампа від часу 

для нелінійного закону зношування: штрихові чорні лінії відповідають

( ) 0,f r   суцільні сірі – 1( )f r , 
1 00.001C h  , штрих-пунктирні – 

1( )f r , 

1 00.005C h  ; лінії 1 – / 0.5a b  ; 2 – / 0.3a b  . При такому виборі 

осцилюючих функцій значення осідання штампа у кожен момент часу менші, 

ніж у разі штампа з плоскою підошвою. Збільшення амплітуди осцилюючої 

функції, визначеної коефіцієнтом 1C , збільшує відхилення між функціями 

осідання у двох випадках. 
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а) б) 

  

в) 

 

г) 

 

  

д) е) 

Рисунок 3.5 – Функції контактного тиску та профілю зношеної поверхні для 

конформного контакту, визначеного різними функціями для лінійного (а, б) і 

нелінійного (в–е) законів зношування 
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Рисунок 3.6 – Графіки залежностей осідання штампа від часу для різних 

функцій конформного узгодження за нелінійного закону зношування 

 

 

3.4 Висновки з розділу 3 

 

 

1. У розділі розглянуто осесиметричну контактну задачу зношування 

тонкого покриття на пружній основі при обертанні кільцевого в плані штампа 

за лінійного та нелінійного (степеневого) закону зношування. При контакті з 

незмінною площадкою контакту досліджено два випадки конформно 

узгоджених підошви штампа та поверхні покриття: обидві поверхні плоскі або 

визначені осцилюючими функціями. 

2. Отримано умову існування єдиного розв’язку інтегрального 

рівняння. Для його розв’язання застосовано комбінацію покрокового за часом 

методу і чисельного інтегрування.  

3. Проаналізовано особливості поведінки контактних характеристик на 

двох стадіях зношування: припрацювання та усталеного зносу.  

4. Виявлено уповільнення швидкості зміни значень всіх контактних 

характеристик за нелінійного закону зношування в порівнянні з лінійним. 

5. Виявлено, що при наближені до нуля внутрішнього радіусу штампа, 

в точках, близьких до внутрішньої межі, зношування є несуттєвим. Водночас, 
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значення контактного тиску в цих точках в процесі зношування суттєво 

збільшується. 

6. Продемонстровано зв’язок між контактними характеристиками 

конформного контакту у двох випадках: штамп і покриття, визначених 

плоскими поверхнями або осцилюючими функціями. Виявлено, що функції 

контактного тиску в обох випадках на стадії усталеного зносу близькі за 

значеннями. 
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РОЗДІЛ 4 

ВПЛИВ ЗАКОНУ ДЕФОРМУВАННЯ ПОКРИТТЯ НА 

ХАРАКТЕРИСТИКИ ОСЕСИМЕТРИЧНОЇ КОНТАКТНОЇ ЗАДАЧІ НА 

РІЗНИХ СТАДІЯХ ЗНОШУВАННЯ  

 

 

Розглянемо осесиметричну зносоконтактну задачу про взаємодію 

абсолютно жорсткого, кільцевого в плані штампа з півпростором, що має 

тонке покриття, яке зношується внаслідок обертання штампа навколо власної 

осі. 

У розділі розглянемо конформний (узгоджений) контакт штампа і 

покриття, у найпростішому випадку тіл з абсолютно плоскими поверхнями та 

у випадку поверхонь, що визначені функціями квадратичного типу. 

Дослідженню плоскої зносоконтактної задачі за різними законами 

зношування присвячено розділи 2 і 3, де виявлено, що нелінійний закон 

впливає на сповільнення процесу зношування. У даному розділі проведемо 

розрахунки для степеневого закону зношування. 

Найчастіше в контактних задачах покриття описується моделлю 

Вінклера [89]. Згідно з цією моделлю покриття може деформуватися за 

лінійним та степеневим законами [89]. Саме так будемо моделювати тонке 

покриття тут та досліджувати вплив зазначених законів на контактні 

характеристики. 

Однією з основних відмінностей задач з лінійним та степеневим 

законами деформування покриття є тип інтегрального рівняння 

зносоконтактної взаємодії. Якщо покриття деформується за лінійним законом, 

то за фіксованого часу таке рівняння є рівнянням Фредгольма другого роду, 

якщо за степеневим, то рівняння можна звести до рівняння Гаммерштейна. 

Проведемо дослідження останнього на існування єдиного розв’язку, який 

можна знайти методом послідовних наближень. 
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До розв’язання інтегральних рівнянь плоскої контактної задачі 

зношування покриття, що деформується за лінійним законом, у працях [84, 89] 

застосовано комбінацію покрокового за часом методу і методу чисельного 

інтегрування. Поєднання таких методів разом з методом послідовних 

наближень застосуємо тут до осесиметричної задачі зношування покриття, що 

деформується за степеневим законом. 

Увага даного розділу зосереджена на дослідженні впливу нелінійного 

закону деформування покриття на контактні характеристики, а також 

дослідження впливу на них конформного контакту, визначеного функціями 

іншого типу, відмінного від попереднього розділу, а саме квадратичними 

функціями. Також встановимо зв’язок між результатами у випадку плоских та 

неплоских поверхонь конформно узгодженого контакту. 

 

 

4.1 Постановка задачі та її рівняння 

 

 

Розглянемо осесиметричну зносоконтактну задачу, в якій циліндричний, 

кільцевий у плані штамп з внутрішнім радіусом a , зовнішнім – b  обертається 

навколо власної осі з кутовою швидкістю   та вдавлюється нормальною 

силою P  у півпростір з тонким шаром-покриттям. Товщина покриття не 

перевищує 
0h , причому 0 1

h

b
 . Пружні характеристики позначаються 

аналогічно попереднім розділам. Будемо припускати, що поверхні штампа і 

шару узгоджені, а між шаром і основою виконуються умови ідеального 

механічного контакту. На рис. 4.1 зображено схему контактної взаємодії з 

позначеннями на виносках: а – конформно узгоджений контакт, визначений 

плоскими поверхнями, б – визначений квадратичною функцією. 
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Рисунок 4.1 – Схема контакту кільцевого в плані штампа з пружним тонким 

шаром в осесиметричній постановці у двох випадках конформного контакту, 

що досліджується в розділі 4 

 

Задачу будемо розв’язувати в діапазоні часу, в якому відсутнє повне 

зношування покриття, що буде відслідковуватися на кожному кроці чисельних 

розрахунків. 

У процесі зношування площадка контакту залишається незмінною, а 

шар змінює товщину ( , )h r t  зі швидкістю, що підпорядковується закону, 

визначеному формулою (3.1). 

Інтегральне рівняння осесиметричного контакту штампа і півпростору з 

покриттям, що зношується, у довільний момент часу t  на площадці контакту 

a r b   має вигляд: 

 

 

 
 

2

* 2 2 *
2 0 1

,1
( , ) ( , ) ( ,0) ( , )

2 cos

b

K

a

p r t r dr d A
h r t p r t h r h r t

E r r r r E

 

 


  

   
  

   

 ( ) ( )D t f r   (4.1) 

 

(див. (1.5)–(1.7)). У лівій частині рівняння (4.1) перший доданок характеризує 

пружні переміщення півпростору, другий – пружного шару-покриття, третій – 

переміщення точок покриття, зумовлені зношуванням. Розглянемо другий із 

цих доданків. Пружний шар має властивості покриття Вінклерівського типу, 
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тому у загальному випадку його деформування підпорядковується 

степеневому законові з коефіцієнтом постелі 

 *

1

( , ) ( , )
A

c r t h r t
E


  і показником 

степеня  0;1  [89]. Тут коефіцієнт A  визначається формулою, виписаною 

у попередніх розділах. 

У правій частині рівняння (4.1) ( )D t  – невідома функція осідання 

штампа, ( )f r  – функція, що визначає форму поверхні підошви штампа. 

Конформний контакт у початковий момент часу визначає рівняння товщини 

шару у вигляді 0,0 ( )h r h f r  для  ;r a b . Циліндрична форма бічної 

поверхні штампа та конформний контакт забезпечують незмінність площадки 

контакту. 

Оскільки заданою є нормальна сила P , прикладена до штампа, то для 

визначення невідомої функції осадки штампа ( )D t  використовується умова 

рівноваги сил (3.4).  

 

 

4.2 Підґрунтя для застосування комбінації методів 

 

 

Після введення безрозмірних величин 
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 
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1
f r f rb

b
 , 

2 2( , , ) 2 cosr r r r r r        

 

система розв’язувальних рівнянь (3.1), (4.1), (3.4) набуває вигляду 
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 2 1

0 /

,1
( , ) ( , ) ( ,0) ( , )

( , , )
a b

p r r dr d
A h r p r h r h r

r r

  
  

 





  
        

 ( ) ( )D f r  ; (4.2) 

 
*

0

( , )
( , ) ( ,0)

p r
h r h r r d

p


 

    
 
 ; (4.3) 

  
2 1

0 /

,
a b

P p r r dr d



      . (4.4) 

 

Невідомими стають безрозмірні функції контактного тиску ( , )p r  , профілю 

зношеної поверхні ( , )h r   і осідання штампа ( )D  . 

Також доцільно ввести лінійний оператор 

 

 
 2 1

0 /

1
[ ]( )

( , , )
a b

g r r dr d
Lg r

r r

 

 

  


  . (4.5) 

 

До розв’язання системи (4.2) – (4.4) застосуємо покроковий за часом 

метод, запропонований у монографіях [84, 89], уведемо ті самі позначення для 

розбиття та накладемо умови щодо вибору часового кроку. 

На нульовому кроці при 
0 0   маємо  0 ( ,0)h r h r , тому рівняння (4.2) 

і (4.4) набувають вигляду 

 

 0 0 0 0[ ]( ) ( ) ( ) ( )Lp r A h r p r D f r

   ; (4.6) 

  
2 1

0

0 /a b

P p r r dr d



     . (4.7) 

 

Для визначення функції профілю 
1( )h r  використовуємо розв’язок системи 

(4.6), (4.7), та співвідношення (4.3), записане у наближеному вигляді: 
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    0
1 0 *

( )p r
h r h r r

p




 

   
 

. 

 

На k -ому кроці ( 1,2,...)k   рівняння (4.2) і (4.4) визначають систему 

 

  0[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kLp r A h r p r h r h r D f r


       ; (4.8) 

  
2 1

0 /

k

a b

P p r r dr d



     , (4.9) 

 

розв’язок якої дозволяє скористатися наближенням формули (4.3) для 

обчислення  1kh r
: 

 

   1 *

( )k
k k

p r
h r h r r

p





 
   

 
. 

 

Таким чином, на кожному кроці 0,1,2,...k   функцію профілю ( )kh r  

зношеного покриття можна вважати відомою, що дозволяє рівняння (4.6) і 

(4.8) узагальнити у формі: 

 

 [ ]( ) ( ) ( ) ( )k k k k kLp r A h r p r D g r

   , (4.10) 

 

де  0( ) ( ) ( )k kg r f r h r h r     . 

Рівняння подібне до рівняння (4.10) типу досліджено в монографії [89], 

де доведено, що його розв’язок є обмеженою функцією, яка не може мати 

особливостей на кінцях відрізка. 

Знайдемо умови існування єдиного розв’язку рівняння (4.10) для 

кожного 0,1,2,...k  . Властивості лінійного оператора L , визначеного 
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співвідношенням (4.5) отримано в розділі 3, де отримано висновок про те, що  

лінійний оператор L  переводить простір 
;1

a

b

С
 
 
 

 в себе, а також зазначено на 

основі праці [146], що 

 

 2 1 arcsin
2

a a
L

b b

 
  

 
. (4.11) 

 

Далі для кожного 0,1,2,...k   введемо заміни  

 

  ( ) ( ) ( ) 2k k k kr p r D g r    , (4.12) 

 

що призводить до рівняння Гаммерштейна 

 

 

1/

( ) ( ) 1 ( )
( ) 1 ( ) ( )

2 2 2 2

k k k k k
k k k

A h r D g r D g r
r r L r  




      

         
    

. (4.13) 

 

Рівняння рівноваги (4.7), (4.9) дозволяють отримати співвідношення для 

визначення осадки штампа 

 

 2k
k

P
D
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 

  
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,   

1/2 1

0 /

2 ( ) ( )
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r g r
T r dr d

D D

 



  

    
 

  . (4.14) 

 

Позначимо нелінійний оператор у правій частині (4.13) через   .k k r  

Спираючись на властивості лінійного оператору L , приходимо до висновку, 

що нелінійний оператор 
k  відображає повний метричний простір X  

невід’ємних неперервних на ;1
a

b

 
 
 

 функцій ( )r  в себе. 
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Дослідимо нелінійний оператор 
k  на стискання. Норма неперервної 

функції в просторі 
;1

a

b

X С
 
 
 

  визначається максимумом модуля цієї функції на 

відрізку ;1
a

b

 
 
 

. Цей максимум досягається в певній точці 0 ;1
a

r
b

 
 
 

, тому 

матимемо: 

 

     0 0 0

1
1

2
k k kA h r r r   

 
         

 
 

    
1/ 1/

0

1 1 1
( )

2 2 2
k k k kL D g D g r 

      
                 

. (4.15) 

 

Без обмеження загальності міркувань можна вважати, що 

   0 0 0r r   . Якщо перший доданок різниці правої частини (4.18) більший 

за другий, то 

 

1
1

2
k k kA h        , 

 

у протилежному випадку можна знайти множник  0;1  , який відрізняє 

перший доданок від другого, після чого застосувати формулу Лагранжа за 

функціональним аргументом і провести оцінювання, враховуючи заміну (4.12) 

та оцінку (4.11) норми оператора L : 

 

   

1
1

0

1 1 1
ˆ

2 2
k k k kL D g r


    




  
                 

  

 

 
1 11 1

1 arcsin
2 2

k k

a a
L p p

b b
   

  
     

   
. (4.16) 
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Унаслідок (4.15) і (4.16) приходимо до висновку, що оператор :k X X   

задовольняє нерівність  

 

k k kq       , 

11 1
max 1 ; 1 arcsin

2 2
k k k

a a
q A h p

b b





  
    

   
. 

 

Отже, цей оператор є стискаючим, якщо 0 1kq  . За виконання зазначеної 

умови, на кожному часовому кроці рівняння (4.13) має єдиний розв’язок в ,X  

який можна знайти методом послідовних наближень (МПН). Для перевірки 

зазначеної умови перед реалізацією k -го часового кроку потрібно знати норми 

функцій  
1

1
2

kA h r  та  kp r . На k -ому кроці перша з цих функцій є 

відомою, на відміну від другої, тому норму першої можна знайти точно, а 

другої – наближено. На нульовому часовому кроці за наближення 0p  

обираємо середнє значення 
  2

1

P

a b 
 функції  0p r , отримане з умови 

рівноваги (4.9), а на k -ому кроці ( 1,2,3,...)k   норму kp  наближаємо 

значенням 1kp  . Обчислювальний експеримент показав, що для всіх 

наведених нижче розрахунків умова стискання нелінійного оператора 

:k X X   виконується як у попередніх наближених оцінках, так і в 

фактичних. 

На кожному часовому кроці систему (4.9), (4.10) розв’язуємо чисельно. 

Зафіксуємо 0,1,2,...;k   відрізок ;1
a

b

 
 
 

 розбиваємо на N  рівних частин 

1[ ; ], 1,j j j N    і для чисельного інтегрування застосовуємо формули (3.23) 



108 
 

та (3.24). У результаті систему (4.16), (4.17) замінюємо системою 1N   

наближених рівнянь 

 

 
 

 
 1/2 1/2

1/2 1/21
2 2

k i k k i

k i k i

A h D g 
     

 

   
       

  
 

  
 

1

1/
2

1/2

1/2

1 1/20

1

2 2 ( , , )

j

j

N
k k j

k j

j i

D g r dr
d

r






  

  








 

   
  

  
   ,  1,i N ; (4.20) 

2k
k

P
D

T


 

  
 

,  
     

1/

2 21/2 1/2

1
1

2
1

N
k j k j

k j j
j k k

g
T

D D

  
  



 




 
          

  

  

 

відносно 1N   змінних   1/2, , 1,k k jD p j N   . У рівнянні (4.20) внутрішній 

інтеграл обчислюємо аналітично, а зовнішній – чисельно. 

 

 

4.3 Аналіз результатів числових досліджень 

 

 

Для отримання числових результатів значення безрозмірних величин 

обираємо такі самі, як в монографії [89]: 2

0 3 10 ,H    
39 10 ,P    * 0,26p  , 

* *

1 2 0,1n E E  , 1,4  . Порівняльний аналіз показав, що при виборі 25N   

і 40N   відхилення між числовими результатами становить до 1% в обох 

випадках конформно узгодженого контакту, в діапазоні розрахункових 

параметрів роботи. Тому значною мірою при обчисленнях обиралося 25N  . 

Обчислювальний експеримент показав, що часовий крок можна вибрати 

рівним 0,01  , щоб контактні характеристики мало змінювалися при 

зменшенні значення  . Так, відхилення в значенням контактних 

характеристик при 0,05   та 0,01   становило менше 0,1%. 
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4.3.1 Штамп з плоскою основою 

 

 

Розглянемо спочатку штамп з плоскою основою, тобто ( ) 0f r  . На рис. 

4.2 побудовано графіки функцій контактного тиску під кільцевим штампом з 

розмірами 0,8a b   – лінії 1, 2; 0,5a b   – лінії 3 – 5; 0,3a b   – лінії 6 – 8; 

0,1a b   – лінії 9 – 11; 0,001a b   – лінії 12 – 15. При цьому, лінії 1, 3, 6, 9, 12 

відповідають функціям контактного тиску в задачі без зношування та покриття 

[145]; а інші – зносоконтактного тиску в задачі з покриттям, що деформується 

за степеневим законом з показником 0,4  . Вигляд функцій тиску в різні 

моменти часу зношування описується лініями 4, 7, 10, 13 – при 0  ; лінією 2 

– при 1  ; лініями 5, 8, 11, 15 – 4  . 

На рис. 4.3 зображено графіки функцій зносоконтактного тиску для 

різних значень   (за параметра кільця / 0,5a b  ). Відповідно до показників 

1  ; 0,8 ; 0,6 ; 0,4  суцільні лінії 1 – 4 визначаються часом 0.16  ; штрихові 

5 – 8 – часом  0,64  ; суцільні лінії 9 – 12, що візуально близькі, – часом 4 

. 

 

  

Рисунок 4.2 – Графіки функцій 

контактного тиску під кільцевим 

Рисунок 4.3 – Графіки функцій 

зносоконтактного тиску під 

кільцевим плоским штампом за 

різних значень   та   
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плоским штампом за різних значень a b  

та    

На рис. 4.4 а зображено функції профілю зношеного покриття, що 

деформується за степеневим законом з показником 0,4  , під кільцевими 

штампами тих самих розмірів, що й на рис. 4.2. Суцільні лінії відповідають 

0,36  , штрихпунктирні –  1  , штрихові – 2  , пунктирні – 4  . На рис. 

4.3 б суцільні лінії відповідають  показнику 0,4  , штрихові – 1  , де пари 

ліній 1 – 5 визначаються часом 0,16; 0,64;1; 2; 4   відповідно. 

 

    

а                                                                        б 

Рисунок 4.4 – Функції профілю зношеного покриття під плоским штампом: 

(а) – за різних значень a b  та  ; (б) – за різних значень   та   

 

На рис. 4.5 побудовано графіки залежностей осадки штампа від часу. 

Різним значеннням 0,4  ; 0,6 ; 0,8 ; 1 при фіксованому 0,5a b   

відповідають лінії 1 – 4. Різним 0,1a b  ; 0,3; 0,5 ; 0.8  при фіксованому 

0,4   – лінії 5, 6, 1, 7. 

Унаслідок того, що шорсткість півпростору часто асоціюють з 

покриттям Вінклерівського типу, отримані результати зносоконтактної задачі 

при 0   можна порівнювати з результатами праці [146]. Спостерігаємо якісну 

узгодженість функцій контактного тиску в двох задачах. Крім того, якщо 

коефіцієнт шорсткості близький до нуля, то контактні характеристики 

наближаються до характеристик класичної задачі (без шорсткості), наприклад, 
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наведених в статті [145]. На рис. 4.2 побудовано точкові лінії графіків 

відповідних функції тиску. 

 

Рисунок 4.5 – Графіки залежностей осадки плоского штампа від часу  за 

різних значень a b  та   

 

Відомо [89] про наявність двох стадій зношування – стадії 

припрацювання і стадії усталеного зносу. Аналіз показує, що на початковому 

етапі стадії припрацювання найбільше значення контактного тиску 

досягається на зовнішній межі площадки контакту, а найменше – ближче до 

внутрішньої. Подальший процес зношування на стадії припрацювання 

призводить до поступового пересування точки максимального тиску в бік 

r a , а мінімального – в бік r b . На стадії усталеного зносу функція тиску 

стабілізується, залишаючись незмінною за часом, при цьому, найбільше 

значення досягається при r a , а найменше – при r b . Час, коли 

спостерігається перехід до стадії усталеного зносу, відрізняється для різних 

розмірів кільця. Так, для розглянутих вхідних даних, якщо 0,8a b  , то ця 

стадія настає при 1  , а якщо 0,5a b   – при 4   (рис. 4.2). 

На стадії припрацювання форма зношеного покриття змінюється, проте, 

на стадії усталеного зносу вона залишається стабільною (рис. 4.4). 

Аналізуючи вплив розмірів кільця на контактні характеристики (рис. 4.2, 

рис. 4.4 а), доходимо висновку, що у кожний фіксований момент часу в точках 
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з рівними абсцисами r b  більшому розміру кільця відповідають менші 

значення як тиску, так і зносу (зміни профілю зношеного шару). 

У процесі зношування осадка штампа збільшується на всіх стадіях. У 

будь-який фіксований момент часу штамп, що має вужче в плані кільце, 

отримує більшу осадку (рис. 4.5). 

У монографії [89] зазначено, що при обертанні кругового в плані 

штампа, знос в центрі площадки контакту дорівнює нулю, внаслідок чого тиск 

в цій точці прямує до нескінченності у процесі зношування. У праці [159] для 

штампа у формі кулі отримано нульове значення зносу в центрі площадки 

контакту. За результатами розрахунків, для штампа з внутрішнім радіусом, 

близьким до 0, при 0,001a b  , знос в точці 0,001r b   є малим (оскільки 

профіль зношеної поверхні майже не змінюється), а тиск в цій точці суттєво 

зростає з часом (рис. 4.4 а і рис. 4.2). 

У монографії [89] наведено результати для осесиметричної контактної 

задачі за лінійного закону зношування ( 1  ) з кільцевим у плані плоским 

штампом при 0,8a b   і півпростором без покриття на стадії усталеного зносу. 

Функція тиску, подана лінією 2 на рис. 4.2, має значну узгодженість з 

результатами [89]. З одного боку, це свідчить про достовірність результатів, а 

з іншого – констатує той факт, що на стадії усталеного зносу наявність 

покриття чи закон його деформування, так само як і закон зношування не 

мають впливати на функцію контактного тиску. 

Вищезазначені висновки мають загальний характер незалежно від 

закону деформування шару-покриття. 

Проведемо аналіз впливу показника   степеневого закону 

деформування покриття на контактні характеристики. Як показують 

розрахунки, на стадії усталеного зносу функція контактного тиску 

залишається незмінною, а відхилення між їхніми значеннями для різних   не 

перевищує 3% (рис. 4.3, лінії 9 – 12). Проте на стадії припрацювання показник 

  має більш суттєвий вплив на функцію тиску. 
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Розглянемо початковий етап стадії припрацювання. Спочатку зазначимо 

загальну закономірність: на цьому етапі максимальне значення тиску 

досягається при 1r  , причому за лінійного закону це значення найбільше. На 

початковому етапі залежно від розмірів кільця мінімальне значення 

контактного тиску досягається або у внутрішній точці  0( ) ;1r a b   

площадки контакту або на внутрішньої межі r a b  (рис. 4.3); причому у 

фіксований момент часу ця точка однакова для всіх   (рис. 4.3 а). Значення 

тиску в точці 
0 ( )r   тим менше, чим більше показник  , і за лінійного закону 

( 1  ) воно є найменшим. З часом точка 
0 ( )r   пересувається до зовнішньої 

межі 1r  . 

Розглянемо серединний час стадії припрацювання. Для всіх a b  функція 

тиску може мати дві внутрішні точки локального екстремуму (рис. 4.3); така 

властивість найкраще характеризує функції тиску для показників  , близьких 

до 1. При наближенні часу до стадії усталеного зносу внутрішні точки 

локальних екстремумів зникають, і тиск набуває мінімального значення на 

зовнішній межі площадки контакту, а максимального – на внутрішній. 

На стадії припрацювання, за фіксованого часу, найкраща згладженість 

функції тиску відповідає показникові, який визначає найбільше відхилення від 

лінійного закону деформування покриття (для наведених результатів – це 

показник 0,4  ). Така згладжена функція отримує найменший перепад між 

максимальним та мінімальним значеннями тиску. До того ж у кожен момент 

часу найменше значення максимального тиску відповідає саме зазначеному 

законові. 

Розглянемо профілі зношеної поверхні. На стадії припрацювання 

спостерігаємо незначне відхилення між профілями для різних показників  . 

На стадії усталеного зносу відхилення стає більшим, проте його значення, як і 

форма профілю залишаються незмінними. Крім того, найбільше значення 
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зносу (зміна профілю зношеної поверхні покриття) відповідає 0,4  , яке 

досягається на зовнішній межі площадки контакту. 

Зазначимо також, що у будь-який фіксований момент часу 

спостерігається ефект «інверсії» впливу показника   на величину як 

зносоконтактного тиску, так і зносу покриття. 

За фіксованого часу  , чим меншим є значення показника   степеневого 

закону, тим більшою є осадка штампа  D  . 

 

 

4.3.2 Конформний контакт, визначеного квадратичною функцією 

 

 

Розглянемо випадок конформного контакту, визначеного квадратичною 

функцією 
 

2

0 0
0 0

2
( )

4 2

C h r b a
f r C h

b a

  
    

 

. За лінійного закону деформування 

шару на рис. 4.6 побудовано графіки функцій зносоконтактного тиску (рис. 4.6 

а) та графіки функції профілю зношеного шару (рис. 4.6 б). Точкові лінії на 

рис. 4.6 відповідають 
0 0C   (штамп з плоскою основою), штрихові – 

0 0,05C 

, штрихпунктирні – 
0 0,1C  , суцільні – 

0 0,15C  . На рис. 4.6 а група ліній 1 

визначається часом 0  , ліній 2 – 1  , ліній 3, що візуально зливаються, – 

2  . На рис. 4.6 б група ліній 1 відповідає 0  ; ліній 2 – 0,16  ; ліній 3 – 

0,64  ; ліній 4 – 1  ; ліній 5 – 2  ; також додано лінію профілю 6 за 

степеневого закону деформування шару з показником 0,4   при 2  , 

0 0,1C  . 
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а                                                                        б 

Рисунок 4.6 – Функції зносоконтактного тиску (а) та  функції профілю 

зношеного шару (б) під кільцевим штампом для різних значень параметра 

квадратичної функції конформного контакту 0C  та параметру часу   

 

На рис. 4.7 побудовано графіки функцій тиску за лінійного та 

нелінійного законів деформування покриття при 
0 0,1C  : за параметра кільця 

0,5a b   суцільні лінії визначаються часом 0  , штрихові – 1  , 

штрихпунктирні (візуально близькі) – 4  . Лінії 1, 5, 9, відповідають 

показникові 1  , лінії 2, 6, 10 – 0,8  , лінії 3, 7, 11 – 0,6  , лінії 4, 8, 12 – 

0,4  . 

 

 

Рисунок 4.7 – Функції тиску за лінійного та нелінійного законів 

деформування покриття 
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Спочатку зазначимо, що група ліній 1 на рис. 4.6 б фактично ілюструє 

форму поверхонь, що визначають конформний контакт. Проаналізуємо вплив 

функцій конформного контакту на функцію тиску на стадії припрацювання. 

Якщо для контакту, визначеного плоскими поверхнями, максимальне 

значення тиску досягалося в точці, близькій до однієї з меж площадки 

контакту, то для неплоских контактуючих поверхонь розглянутої форми ця 

точка може лежати всередині площадки контакту. Причому, максимальний 

тиск набуває меншого значення для контакту, визначеного неплоскими 

поверхнями (рис. 4.6 а). У процесі припрацювання відхилення між функціями 

тиску для різних значень 0C  зменшуються так, що на стадії усталеного зносу 

вони не перевищують 2% (рис. 4.6 а, лінії 3). 

Функції профілю зношеної поверхні при конформному контакті не 

зменшують взаємних відхилень з часом, оскільки жорсткий штамп має 

незмінну поверхню (рис. 4.6 б). 

Розглядаючи вплив закону деформування покриття (рис. 4.3 і рис. 4.7) 

на характеристики конформного контакту, значною мірою виявляємо 

аналогічні закономірності за контакту, що визначається як плоскими 

поверхнями, так і неплоским. До таких закономірностей відносяться зазначені 

вище властивості згладженості функції тиску, взаємного відхилення між цими 

функціями, відмінності в найбільших значеннях. 

Форма поверхні конформного контакту за певних параметрів функції, 

що визначає цей контакт, може вплинути на місце найбільшого зносу (рис. 4.6 

б). Якщо для плоских поверхонь найбільший знос досягається в точці 

зовнішньої межі площадки контакту, то для неплоских може виявитися 

всередині цієї площадки. В останньому випадку під впливом степеневого 

закону деформування покриття з показником 0,4   ця точка може 

зміститися в бік зовнішньої межі, а  значення зносу в цій точці може отримати 

несуттєве збільшення у порівнянні з лінійним законом ( 1  ). 

Достовірність результатів роботи підтверджується зіставленням їх з 

результатами, отриманими для асоційованих задач іншими методами [89, 146], 
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граничною узгодженістю з розв’язком класичної задачі [145], а також 

узгодженістю до 1% з результатами розрахунків розділу 3 у випадку лінійного 

закону деформування покриття, отриманими з використанням  інших підходів 

до розв’язання. 

 

 

4.4 Висновки з розділу 4 

 

 

Покриття машин та механізмів використовують для збільшення терміну 

їхньої експлуатації. Як відомо, зносоконтактна задача за наявності покриття 

пружного півпростору має лише обмежені розв’язки на відміну від задачі за 

відсутності покриття, яка в нульовий момент часу має за розв’язок функцію 

тиску, необмежену в «кутових точках». Тому покриття дозволяє уникнути 

пластичних деформацій на межі площадки контакту під штампом з плоскою 

основою. 

З теоретичних та експериментальних досліджень відомо про наявність 

лінійного та степеневого закону деформування покриття. Хоча лінійний закон 

є окремим випадком степеневого, проте визначає інший тип інтегрального 

рівняння контакту штампа і півпростору з покриттям. У довільний момент 

часу за лінійного закону рівняння є рівнянням Фредгольма другого роду, а за 

степеневого закону – дозволяє зведення до рівняння Гаммерштейна. У роботі 

досліджено властивості операторів останнього рівняння та знайдено умови 

існування єдиного розв’язку. До розв’язання задачі застосовано комбінацію 

покрокового за часом методу, методу чисельного інтегрування та методу 

послідовних наближень. 

Розглянуто конформно узгоджений контакт для двох типів узгоджених 

поверхонь – плоских та неплоских, визначених функцією квадратичного типу. 

Виявлено загальні закономірності поведінки зносоконтактних характеристик 
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за різних законів деформування покриття в обох випадках конформного 

контакту. 

Продемонстровано, що на стадії припрацювання функції контактного 

тиску та профілі зношеної поверхні суттєво змінюються. На стадії усталеного 

зносу функції тиску залишаються незмінними і стають близькими за 

значеннями для різних показників степеневого закону. Проте, хоча на цій 

стадії форми профілів зношеної поверхні не змінюються, за різних показників 

зазначеного закону профілі мають стабільні взаємні відхилення. 

Виявлено, що степеневому закону деформування покриття, котрий 

найбільше відрізняється від лінійного, відповідають менші значення 

максимального тиску на стадії припрацювання, проте більші значення 

максимального зносу на усталеній стадії. 

Для штампів, внутрішній радіус яких наближається до нуля, 

підтверджено наявність ефекту значного збільшення контактного тиску 

протягом процесу зношування у точках, близьких до центру. 

Порівняльний аналіз показав, що у випадку конформного контакту, 

визначеного функцією квадратичного типу, максимальний тиск на стадії 

припрацювання виявляється меншим, ніж у випадку контакту тіл, визначених 

плоскими поверхнями. 

Зазначені ефекти слід враховувати при розрахунках на міцність та 

надійність машин та механізмів. 
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РОЗДІЛ 5 

ОСЕСИМЕТРИЧНІ КОНТАКТНІ ЗАДАЧІ ДЛЯ КРУГОВИХ В ПЛАНІ 

ШТАМПІВ ЗА НЕЗМІННОЇ ТА ЗМІННОЇ ПЛОЩАДОК КОНТАКТУ 

 

 

У більшості робіт, де досліджувалися зносоконтактні задачі з незмінною 

[89, 94] та змінною за часом площадки контакту [51, 122, 123, 132, 142, 159], 

розглянуто зношування у процесі зворотно-поступального руху. У [89] 

розглянуто обертальний рух навколо своєї осі кільцевого в плані штампа. У 

випадку кругового в плані штампа при обертанні лінійна швидкість в центрі 

круга дорівнює нулю, тому в цій точці зношування має дорівнювати нулю, а 

тиск – прямувати до нескінченності у процесі зношування. Для кільцевого в 

плані штампа з плоскою основою у розділах 3 та 4 такий ефект отримано у 

граничному випадку, коли радіус внутрішнього кола кільця прямує до нуля, 

тоді в точках внутрішнього кола знос отримав малі значення, а тиск стрімко 

зростав у часі. У [159] розглянуто зношування при обертанні штампа у формі 

кулі навколо своєї осі, проведено розрахунки в рамках спрощеної моделі 

деформування півпростору і отримано нульове значення зносу в центрі 

площадки контакту; проілюстровано поведінку зміни профілю зношеної 

поверхні, проте не наведено результатів щодо контактного тиску у цьому 

випадку. 

У попередніх розділах здійснено порівняльний аналіз контактних 

характеристик за лінійного та степеневого законів зношування, де зроблено 

висновок про сповільнення процесу зношування за степеневого закону у 

порівнянні з лінійним; при розрахунках надано перевагу степеневому закону 

для покращення дослідження контактних характеристик у процесі 

припрацювання. 

Для дослідження у цьому розділі обрано лінійний закон деформування 

тонкого шару-покриття. 
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До розв’язання інтегральних рівнянь цього розділу застосовується 

покроковий за часом метод у поєднанні з чисельним методом, заснованим на 

чисельному інтегруванні. 

У даному розділі проведено дослідження осесиметричної 

зносоконтактної задачі про взаємодію абсолютно жорсткого кругового в плані 

штампа з півпростором, що має тонке покриття, яке зношується в процесі 

обертання штампа навколо власної осі. Цей розділ продовжує дослідження, 

розпочаті в розділі 3, де розглянуто циліндричний кільцевий у плані штамп з 

плоскою підошвою. Окрім циліндричного штампа з плоскою підошвою у 

цьому розділі розглянуто параболоїдний штамп, який визначає задачу зі 

змінною площадкою контакту. Друга задача вимагає особливої уваги у 

визначенні радіусів кругових площадок контакту на кожному часовому кроці. 

Запропоновано два підходи до її розв’язання. 

 

 

5.1 Постановка задачі 

 

 

Розглянемо півпростір з тонким покриттям, товщина якого 0h , та штамп, 

що у плані має форму круга. У випадку циліндричного штампа будемо 

припускати, що його плоска підошва має радіус b , той самий радіус матиме й 

незмінна за часом площадка контакту, тобто ( )b t b . У випадку штампа у 

формі параболоїда площадка контакту буде змінюватися в часі та являти 

собою круг радіуса ( )b t . Умови контакту шарів та позначення їхніх пружних 

характеристик збігаються з попередніми розділами. 

Розглянемо осесиметричну контактну задачу про вдавлювання в 

півпростір з покриттям вертикальною силою P  штампа (циліндричного або 

параболоїдного), що обертається навколо власної осі з кутовою швидкістю   

(рис. 5.1). 
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У результаті зношування штампом покриття матиме змінну товщину 

( , )h r t . Припустимо, що залежність швидкості зносу шару від контактного 

тиску  ,p r t  підпорядковується степеневому закону (3.1). 

Будемо розв’язувати задачу в діапазоні часу, в якому відсутнє повне 

зношування покриття, що буде відслідковуватися при розрахунках. 

 

 

а 

 

б 

Рисунок 5.1 – Схема контактної взаємодії кругових в плані штампів 

циліндричного (а) та параболоїдного (б) 

 

Враховуючі викладки розділу 3, випишемо інтегральне рівняння 

осесиметричного контакту штампа і півпростору з покриттям, що зношується, 

у довільний момент часу t  на площадці контакту 0 ( )r b t  : 
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 
 

( )2

* *2 2
0 02 1

,1
( , ) ( , ) ( ,0) ( , )

2 cos

b t p r t r dr d A
h r t p r t h r h r t

E Er r r r

 

 

  
   

  
   

 ( ) ( )D t f r  , (5.1) 

 

де функція ( )f r  визначає форму поверхні штампа, а саме: у випадку 

циліндричного штампа ( ) 0f r , параболоїдного – 
2

( )
2

r
f r

R
 . 

Зазначимо, що у початковий момент часу товщина шару   0,0h r h . 

Крім того, виконується умова рівноваги сил: 

 

  
( )2

0 0

,
b t

P p r t r dr d


     . (5.2) 

 

У випадку задачі з параболоїдним штампом, що має гладку поверхню, 

функція тиску має задовольняти умову неперервності, яка подається 

граничною умовою: 

 

  ( ), 0p b t t  . (5.3) 

 

Уведемо величину [ ]см , яка буде не меншою за радіус ( )b t  площадки 

контакту у будь-який момент часу, а також безрозмірні величини 
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E
 
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  

 
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 
1 1
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w

h r h r
K

  
 

 
  

 
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*

*

*

2

p
p

E
 ; 

R
R


 ; 

A
A

n
 ;   *

2

1 1
, ,
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p r p r
E K

  


 
  

 

;  
1 1

w

D D
K

 
 

 
  

 

;    
1

f r f r


 ; 
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2 2( , , ) 2 cosr r r r r r       , 

 

що дозволяє перетворити рівняння (3.1), (5.1)–(5.3) і звести задачу до 

розв’язання системи рівнянь 

 

 ( )2

0 0

,1
( , ) ( , ) ( ,0) ( , )

( , , )

b p r r dr d
A h r p r h r h r

r r

  
  

 

  
     

   

 ( ) ( )D f r  ; (5.4) 

 
*

0

( , )
( , ) ( ,0)

p r
h r h r r d

p


 

    
 
 ; (5.5) 

  
( )2

0 0

,
b

P p r r dr d


       (5.6) 

 

доповнену граничною умовою 

 

  ( ), 0p b     (5.7) 

 

у випадку параболоїдного штампа. Виписана система розв’язується відносно 

безрозмірних невідомих: функції контактного тиску ( , )p r  , функції профілю 

зношеної поверхні ( , )h r  , осідання штампа ( )D  , а також змінного радіусу 

( )b   площадки контакту під параболоїдним штампом. 

Для подальших досліджень корисним буде введення лінійного 

оператора і функціонала 
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 
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0 0

1
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, ,

b g r r dr d
L g r

r r
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



 

  



  , 

 

 

( )2

0 0

1
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( ), ,

b g r r dr d
F g

b r







  

  



  . (5.8) 
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5.2 Підґрунтя для застосування комбінації методів 

 

 

До розв’язання системи (5.4) – (5.7) застосуємо покроковий за часом 

метод [51, 89] з аналогічними позначеннями та припущеннями, як у 

попередніх розділах: часовий проміжок розбиваємо на відрізки  1, ,k k  
 де 

1
,

k k
  


    

0
0   ( 0,1,2,...)k  ; крок   визначатимемо обчислювальним 

експериментом так, щоб зменшення його значення мало впливало на контактні 

характеристики ( ) ( , )k kp r p r  , ( )k kD D  , ( ) ( , )k kh r h r  , ( )k kb b  , 

залишаючи їх у межах визначеної точності в кожний фіксований момент часу 

k
 . Зауважимо, що у випадку циліндричного штампа kb b  для всіх 

0,1,2,...k  . 

У подальших викладках врахуємо, що  0 0( ,0)h r h r H  . 

На нульовому кроці розв’язуємо систему 

 

 
0 0 0 0 0[ ]( ) ( ) ( )L p r A H p r D f r   ; (5.9) 

  
02

0

0 0

b

P p r r dr d


     , (5.10) 

 

яка відповідає рівнянням (5.4), (5.6) при 0
0  . У випадку параболоїдного 

штампа система доповнюється умовою 

 

  0 0 0p b  . (5.11) 

 

Після отримання розв’язку зазначеної системи обчислюємо 
1( )h r  за 

формулою 
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     0
1 0 *

( )p r
h r h r r

p




 

   
 

, (5.12) 

 

яка є наближенням для співвідношення (5.7). 

Відповідно до (5.4) і (5.6) на k -ому кроці ( 1,2,...)k   спочатку 

розв’язуємо систему 

 

 0[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k kL p r A h r p r H h r D f r       ; (5.13) 

  
2

0 0

kb

kP p r r dr d


     , (5.14) 

 

за необхідністю, доповнену умовою 

 

   0k kp b  , (5.15) 

 

після чого визначаємо  1kh r
 за наближеною формулою 

 

    1 *

( )k
k k

p r
h r h r r

p





 
   

 
. (5.16) 

 

У випадку параболоїдного штампа з урахуванням граничної умови (5.15) 

рівняння (5.9) і (5.13) можуть бути зведеними до рівнянь 

 

           [ ]k k k k k k k kL F p r A h r p r h b h r     
   

    kf b f r  ,  0,1,2,...k   (5.17) 
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Застосування рівняння у такому вигляді вимагає додаткового 

співвідношення для отримання осідання штампа, яке можна отримати з 

рівняння (5.13) у вигляді: 

 

      0[ ]k k k k k k kD L p b H h b f b    
  . (5.18) 

 

 

5.2.1 Дослідження властивостей інтегральних операторів 

 

 

Розглянемо рівняння (5.9), (5.13), (5.17). З результатів роботи [7] 

випливає, що оператори L  і L F  , визначені співвідношеннями (5.8), 

переводять простір  
0; ( )b

С
 

 

 неперервних на відрізку 0; ( )b  
 

 функцій в себе, 

їх норми задовольняють нерівності 

 

 2 ( )L b  , 
2

2 ( ) 1L F b  


 
   

 
, (5.19) 

 

а також мають місце розклади в ряди 

 

2 2 2

, ,
0

(2 1)!! 1
2 ( ) ,

(2 )!! 2 2 1( ) ( )

j n

j n j n
n

r r n
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n j nb b
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 





     
      

     
 ; 

  
2 2

, 0,
0

( ) 2 ( )
( ) ( )

j n

j n n
n

r r
L F b a a

b b
  

 





   
     

   
 . (5.20) 

 

На нульовому кроці  0 0h r H  Кожен наступний крок передбачає 

початкове визначення функції профіля зношеної поверхні покриття  kh r  зі 
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співвідношення (5.16), що дозволяє розглядати цю функцію як відому при 

розв’язанні рівняння (5.13). Отже, дослідження як рівняння (5.9), так і 

рівняння (5.15) на існування єдиного розв’язку зводиться до дослідження 

рівняння 

 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )k k k kL p r A h r p r y r  . 

 

Перепишемо його у вигляді операторного рівняння Фредгольма другого роду 

 

  
1 ( )

( ) 1 ( )
2 2 2

k
k k k k

A h y r
p r L p p r

    
      

     

. (5.21) 

 

Розглянемо оператор 
1 ( )

1
2 2

k
k

A h r
L I

 
  
 

, де I  – тотожний оператор: 

 ( ) ( )Ig r g r . При цьому припустимо, що справджується нерівність 

( ) 2kA h r   на відрізку 0; kb 
 

. Аналогічно до викладеного в [7], застосовуючи 

оцінку (5.19) норми оператора k
L , приходимо до висновку про стискання 

досліджуваного оператора на просторі 
0; kb

С
 
 

 за умови 

 

max 1 , 1
2

k kA h b



  
  

  
. 

 

Аналогічно, переписуючи рівняння (5.17) у вигляді 

 

  
1 ( )

( ) 1 ( )
2 2 2

k
k k k k k

A h y r
p r L F p p r

    
         

     

 (5.22) 
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застосовуємо оцінку (5.19) для норми оператора  k kL F , отримаємо умову 

стискання оператора  
1 ( )

1
2 2

k
k k

A h r
L F I

 
   

 
 у вигляді 

 

2
max 1 , 1 1

2

k
k

A h
b



   
    

   
. 

 

Зважаючи на визначення  , маємо 1kb  , тому приходимо до висновку, 

що умови принципу стискаючих відображень у банаховому просторі 
0; kb

С
 
 

 

виконуються для операторів рівнянь (5.21), (5.22), якщо на  відрізку 0; kb 
 

 

справджується нерівність 

 

 ( ) 2kA h r  . (5.23) 

 

При цьому кожне з рівнянь (5.21) і (5.22) має єдиний розв’язок у 
0; kb

С
 
 

. 

З наведеного вище випливає, що на кожному часовому кроці рівняння 

(5.13) і (5.17), які еквівалентні рівнянням (5.21) і (5.22) відповідно, мають 

єдиний неперервний розв’язок за виконання умови (5.23). 

 

 

5.2.2 Наближено-аналітичний розв’язок на нульовому часовому 

кроці для циліндричного та параболоїдного штампів 

 

 

Наближено-аналітичний розв’язок методами, викладеними в роботі [7], 

можна отримати на нульовому часовому кроці  0 0  . 
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Розглянемо систему інтегральних рівнянь (5.9), (5.10) для циліндричного 

штампа. У цьому випадку 
0b b . Відповідно до висновків роботи [7], де 

досліджувалися рівняння аналогічного типу, функція тиску допускає подання 

вигляду 

 

 

2

0
0

( )

j

j
j

r
p r D

b






 
  

 
 . (5.24) 

 

Невідомі коефіцієнти ряду  
0j j





 є розв’язками нескінченної системи 

алгебраїчних рівнянь 

 

 
, 0 0,

0

2 , 0,1,2,...j j n n n
j

b a A H n  




   , (5.25) 

 

де 0, 1n  , якщо 0n  , і 0, 0n   – у супротивному випадку. 

Відповідно до результатів роботи [7], аналогічно матимемо, що за умови 

(5.23), систему (5.25) можна розв’язати методом редукції, зводячи її до 

скінченної, що складається з * 1N   рівняння відносно такої ж кількості 

невідомих. 

Подання (5.24) та умова рівноваги (5.10) дозволяють знайти формулу 

для обчислення осадки штампа: 

 

2
0

,
2 22

j

j

P
D

jb










 


 . 

 

Розглянемо систему (5.14), (5.17) при 0k   для параболоїдного штампа. 

Відповідно до висновків роботи [7], функцію тиску подаємо у вигляді 
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2

0
0

1 0

( ) 1
2

j

j
j

b r
p r

R b






  
   
   

 , (5.26) 

 

тоді (5.14), (5.17) зводяться до нескінченної системи алгебраїчних рівнянь 

 

 

 , 0, 0 1,
1 0

3
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j

j
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a a AH n
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










    



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 





 (5.27) 

 

де 1, 1n  , якщо 1n  , і 1, 0n   – у супротивному випадку. 

До системи (5.27) будемо застосовувати метод редукції. Наявність 
0b  в 

знаменнику першого рівняння потребує застосування ітераційного методу з 

вибором нульового наближення 
(0)

0b . За таке наближення візьмемо значення 
0b

, яке отримаємо після реалізації першого способу чисельного розв’язання 

системи (5.14), (5.17), викладеного нижче. Збіжність ітераційного методу 

досліджується шляхом обчислювального експерименту. 

 

 

5.2.3 Зведення систем інтегральних рівнянь до систем лінійних 

алгебраїчних рівнянь для чисельного розв’язання на кожному часовому 

кроці для обох штампів 

 

 

Зупинимося на чисельному розв’язанні систем інтегральних рівнянь на 

кожному часовому кроці. Задля узагальнення викладок безрозмірний радіус 

круга інтегрування позначимо через B . Відрізок  0; B  розбиваємо на N  

частин 1[ ; ], 1, .j j j N    На кожному відрізку розбиття до інтегралів в 

рівняннях застосуємо наближення теореми про середнє 
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



    


  
    ; (5.28) 

      
2

2 2

1
10 0

B N

k k j j j
j

p r r dr d p


     


            , (5.29) 

 

де 1[ ; ], 1,j j j j N     – проміжні точки розбиття. 

Якщо рівняння (5.13), (5.14) розглядати в загальному випадку на відрізку 

 0; B , то, відповідно до подань (5.28) і (5.29), вони заміняться наближеними 

рівняннями 

 

 
1

2

1 0

1
( ) ( )
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j

j

N

k j k i k i
j i

r dr
p d A h p

r





   
  




 
 


    

 0 ( ) ( )k i k iH h D f       ,  1,i N ; (5.30) 

    2 2

1
1

N

k j j j
j

P p   




        . (5.31) 

 

У рівнянні (5.30) внутрішній інтеграл обчислюємо аналітично, а зовнішній – 

чисельним методом. 

Будемо розглядати два варіанти розбиття відрізка  0; B  і вибору 

проміжних точок: 

 Перший – розбиття здійснюємо на N  рівних частин, а кожну 

проміжну точку обираємо як середину відрізка розбиття, тобто 
1/2j j    

( 1, )j N . 

 Другий – відрізок  0; B  розбиваємо на N  частин, де перша та N -та 

частина мають у два рази меншу довжину за інші рівні за довжиною частини. 

За проміжні точки на відрізках з номерами 2,3,..., 1j N   обираємо середини 
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1/2j j    відповідних відрізків, а на першому та N -ому – ліву 1 0
0    та 

праву точку N N
B    відрізків відповідно. 

У випадку циліндричного штампа в рівняннях (5.30) і (5.31) 

використаємо B b  і розбиття з проміжними точками другого варіанту з 

метою отримання більш точних значень тиску та зносу на кінцях відрізка. 

Для наближеного запису рівняння (5.17) обираємо 
kB b  і теж надаємо 

перевагу другому варіанту, що, крім іншого, продиктовано необхідністю 

коректного виконання граничної умови (5.15). 

У результаті рівняння (5.17) набуває наближеного вигляду: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k

k i k i k N k i N iA h p h h f f            , 1,i N  (5.32) 

    2 2
( ) ( ) ( )

1
1

N
k k k

k j j j
j

P p   




        . (5.33) 

 

 

5.2.4 Отримання чисельного розв’язку у випадку циліндричного 

штампа 

 

 

При застосуванні чисельних методів обираємо B b  і застосовуємо 

другий спосіб розбиття з вибором проміжних точок. Розраховуємо твірну 

матрицю рівняння (5.30) 
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W d
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Після цього на кожному часовому кроці спочатку розв’язуємо систему 

(5.30), (5.31) відносно змінних   , , 1,k k jD p j N  , а потім розраховуємо в 

точках розбиття значення функції профілю  k jh   ( 1,j N ) зношеного 

покриття за допомогою формули (5.16). 

 

 

5.2.5 Перший спосіб отримання чисельного розв’язку задачі для 

параболоїдного штампа 

 

 

Перший спосіб передбачає однократний розрахунок матриці *W , який 

відповідає першому варіанту розбиття фіксованого відрізка  *0; 0;1B     на 

N  рівних частин  *B B  і з відповідним йому вибором проміжних точок. 

 На нульовому часовому кроці розв’язується система (5.30), (5.33), 

визначена на відрізку  0; M , де M  – деякий номер, менший за N . Якщо в 

отриманому розв’язку   0,Mp    тоді M  зменшуємо на 1. Остаточний номер 

M  обираємо таким, щоб на ньому перший раз змінився знак функції  Mp   

на додатний. Цей номер позначаємо через 0
M . Таким чином, наближене 

значення радіуса 
0b  площадки контакту задовольняє включенню: 

0 00 1;M Mb   
   . 

 Припустимо, що на k -ому часовому кроці знайдено номер k
M  такий, 

що 
1; .

k kk M Mb   
    На ( 1)k  -ому кроці за M  обираємо номери k

M , 1kM   і 

2
k

M  , щоб для кожного з них розв’язати систему (5.30), (5.33) на відрізку 

 0; M . За 1kM   обираємо саме той номер, на якому значення функції тиску 

 
1kMp 


 додатне, а на наступному номері – від’ємне. 
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5.2.6 Другий спосіб для уточнення розв’язку задачі для 

параболоїдного штампа 

 

 

Цей спосіб передбачає, що твірна матриця рівняння (5.32) 
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розраховується багатократно на різних наближеннях відрізка 0; kb 
 

, що 

значно сповільнює процес обчислень. 

Зазначимо, що при реалізації даного етапу розв’язання застосовано певні 

ідеї роботи Сачук Ю. В., Максимук О .В., Саланда І. П. [51]. 

1. Спочатку реалізується наближено-аналітичне розв’язання, в якому 

отримане попереднім способом значення 
0M  використовується як нульове 

наближення (0)

0b  радіуса площадки контакту при 0  . В результаті отримуємо 

уточнене значення радіуса *

0b . Далі це значення використовується при 

чисельному розв’язанні на нульовому часовому кроці. 

2. Для початкового наближення відповідних радіусів площадки 

контакту при 1, 2k   візьмемо 
(0) *

1 1 2k k kb b h   , (
1k

h


 – ширина відрізка 

розбиття, використана на ( 1k  )-ому кроці). Уточнюємо всі значення на 

кожному часовому кроці, використовуючи наступну схему. 

 Розраховуємо матрицю **

kW . 

 Розв’язуємо систему (5.34) відносно   ( )

1

N
k

k i
k

p 


. 

 Знаходимо значення rightP  правої частини рівняння (5.33). 
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 Далі уточнюємо 
kb  відповідно до рекомендацій роботи [51], а саме: 

якщо rightP P , тоді 
kb  зменшуємо, у супротивному випадку – збільшуємо. 

Процес продовжуємо до тих пір, поки відхилення між правою і лівою 

частиною (5.33) не стане меншим за 0,001%. 

3. Уточнені значення радіусів позначаємо верхнім знаком «*». На 

кожному наступного кроці початкове наближення (0)

1kb 
 обирається як 

екстраполяційне попередніх значень * * *

0 1, ,..., kb b b . Обчислювальний 

експеримент показав, що найкраще наближення дає лінійна екстраполяція; 

аналогічне було зазначено в роботі [51]. 

4. Кожен крок завершується розрахунком значень функції профілю 

зношеного покриття  ( )

1
1

( )
N

k

k i
k

h 



 в точках розбиття відрізка 0; kb 

 
. 

5. Наступний крок передбачає вибір інших точок розбиття. Тому для 

можливості використання отриманого профіля на наступному кроці, 

реалізуємо його поліноміальну апроксимацію. Обчислювальний експеримент 

показав, що найменше квадратичне відхилення q  визначається поліномом 

четвертого степеня, для якого 310q P   в межах розглянутих числових 

даних. 

 

 

5.3 Аналіз числових результатів 

 

 

Для отримання числових результатів значення безрозмірних величин 

оберемо такі самі, як в монографії [89]: 2

0 3 10H   ; 39 10P   ; 0,3  ; 

* 0,26p  ;
*

1

*

2

0,1
E

n
E

  ; 1,4  , а також 1см  ; 1,67R  . Обчислювальний 

експеримент показав, що відхилення в значеннях контактних характеристик 
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при 0,05   та 0,01   становить менше 0,1%, тому часовий крок вибрали 

рівним 0,01  . 

У випадку циліндричного штампа оберемо b   (тобто 1b  ), а відрізок 

 0;1  розіб’ємо на 40N   частин. У випадку параболоїдного штампа в 

першому способі беремо 50N   для відрізка  0; 0,4 , а в другому – 25N   для 

кожного наближення відрізка 0; ( 0,1,2,...)kb k   
. Порівняння результатів 

розрахунків з більшою на 25% кількістю відрізків розбиття дає відхилення, 

менше за 0,01% у випадку циліндричного штампа і 0,1% – для  параболоїдного. 

Керуючись аналогічними підставами, для отримання наближено-аналітичного 

розв’язку в методі редукції обрано * 100N  . 

 

 

5.3.1 Циліндричного штампа з плоскою підошвою 

 

 

На рис. 5.2 подано графіки функцій розподілу контактного тиску 

(рис. 5.2, а) та функцій профілів зношеної поверхні покриття циліндричним 

штампом з плоскою підошвою (рис. 5.2, б) в різні моменти часу, а також 

залежність осідання штампа від часового параметра   (рис. 5.2, в). На 

рис. 5.2, а і рис. 5.2, б лінія 2 відповідає часу 0  ; лінія 3 –  0,25  ;  

лінія 4 –  0,49  ; лінія 5 – 0,81  ; лінія 6 – 1;   лінія 7 – 1,44  ;  

лінія 8 – 2;   лінія 9 – 2,5  . На рис. 5.2, а штриховою лінією 1 зображено 

графік функції контактного тиску для класичної задачі без покриття та 

зношування  
222 ( ) 1 1b p r P r b   . Така функція прямує до 

нескінченності при наближенні до межі площадки контакту ( r b ), на 

відміну від задачі, що враховує покриття.  

Порівняємо функції тиску класичної задачі і зносоконтактної у нульовий 

момент часу. Внаслідок того, що покриття тонке, значення тиску у внутрішніх 
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точках площадки контакту (0 0,9r b  ) відрізняються несуттєво – на 15%. 

Аналогічний ефект спостерігається в задачах контакту штампа з півпростором, 

що має шорстку поверхню [7], оскільки шорсткість часто моделюють 

покриттям Вінклерівського типу, і чим менший коефіцієнт шорсткості, тим 

менше відповідне відхилення в значеннях контактних характеристик з 

класичною задачею. 

 

  

а б 

 

в 

Рисунок 5.2 –  Контактні характеристики зносоконтактної задачі  

для циліндричного, кругового в плані, штампа 

 

У початковий момент часу, крім чисельного розв’язку, отримано й 

наближено-аналітичний, для якого на рис. 5.2, а в парі графіків, позначених 

«2», побудовано маркований для функції контактного тиску. Результати 

відрізняються менше ніж на 0,3%. 
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У момент часу 2,5   мітці «9» відповідають пари ліній на рис. 5.2, а і 

рис. 5.2, б, серед яких марковані побудовані для рівномірного розбиття з 

вибором серединних точок за проміжні. Візуально контактні характеристики 

близькі за значеннями. 

Відомо [22, 41, 89] про наявність двох стадій зношування – стадії 

припрацювання і стадії усталеного (стаціонарного) зносу. У роботі розглянуто 

процес зміни контактних характеристик на стадії припрацювання. Аналіз 

зазначеної стадії показує, що функція розподілу контактного тиску змінює 

свою поведінку. На початковій стадії найбільше значення функції досягається 

на межі площадки контакту, а найменше – в центрі цієї площадки. У процесі 

припрацювання точка набуття найбільшого значення пересувається в бік 

центру, а найменшого – в бік межі. З часом значення контактного тиску у центрі 

суттєво збільшується, а на межі – зменшується. Функція осідання 

циліндричного штампа є зростаючою в часі. 

Оскільки лінійна швидкість в центрі круга дорівнює нулю, то знос в 

точці 0r   відсутній. На межі круга лінійна швидкість найбільша, тому знос 

швидко збільшується, а тиск, відповідно, зменшується. 

 

 

5.3.2 Аналіз граничного переходу від кільцевого в плані 

циліндричного штампу до кругового 

 

 

Проілюструємо узгодженість отриманих в даному розділі результатів 

для кругового в плані циліндричного штампа з результатами розділу 3, де 

розглянуто зносоконтактну задачу з кільцевим в плані штампом. 

На рис 5.3 а зображено графіки функції контактного тиску, а на рис. 5.3 б 

– функцій профілю зношеної поверхні в різні моменти часу стадії 

припрацювання. На рисунках наведено графіки для кільцевого штампа з 

шириною, що характеризується параметрами 0,1a b  , 0.001 та кругового в 
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плані штампів  ( 0a b  ). Відхилення в значеннях осідання для кільцевого в 

плані штампа при 0,001a b   і кругового не перевищує 2,6%. 

 

 
а      б 

Рисунок 5.3 – Ілюстрація граничного переходу від контактних характеристик 

для кільцевого в плані циліндричного штампа з плоскою підошвою до 

кругового 

 

Наведені результати свідчать про наявність граничної узгодженості між 

контактними характеристиками при 0a b : при наближення внутрішнього 

радіусу кільцевого в плані штампа до нуля, контактні характеристики 

наближаються до відповідних контактних характеристик для кругового в 

плані циліндричного штампа з плоскою підошвою. 

 

 

5.3.3 Параболоїдний штамп 

 

 

На рис. 5.4 побудовано функції розподілу контактного тиску 

(рис. 5.4, а), функції профілю зношеного покриття таким штампом (рис. 5.4, б) 

в різні моменти часу, залежність осідання штампа (рис. 5.4, в) і радіусів 

площадок контакту (рис. 5.4, г) від часу. 

На рис. 5.4, а і рис. 5.4, б лініям: 1 відповідає час 0  ; 2 – 0,16  ; 3 – 

0,36;   4 – 0,64  ; 5 – 1  . Розрахунки показали, що в момент часу 0   
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відхилення між чисельними та наближено-аналітичними результатами не 

перевищує 0,1%. 

 

  

а б 

  

в г 

Рисунок 5.4 – Контактні характеристики зносоконтактної задачі  

для параболоїдного, кругового в плані,  штампа 

 

У випадку параболоїдного штампа, як і у випадку циліндричного, 

спостерігаємо аналогічний ефект щодо поведінки контактних характеристик в 

центрі площадки контакту, а саме: знос в цій точці наближено дорівнює нулю 

(з точністю 1% при 1  ), а тиск швидко зростає у процесі зношування з 

переходом до пікоподібного максимуму. В точках, близьких до межі 

площадки контакту, спостерігаються два конкуруючі процеси. З одного боку, 

на межі лінійна швидкість найбільша, з іншого – тиск на межі  дорівнює нулю, 

тому на самій межі й знос нульовий, а при наближенні до межі, як тиск, так і 
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знос зменшуються. У той же час, у тій внутрішній точці площадки контакту, в 

якій знос набуває найбільшого значення, тиск прагне до зменшення.Слід 

зазначити, що поведінка профілів зношених поверхонь (рис. 5.4, б), аналогічна 

[159]. 

Ефект, продемонстрований на рис. 5.4, г узгоджується з результатами 

[51, 159]: в умовах постійного зовнішнього навантаження розміри площадок 

контакту збільшуються. 

Осідання параболоїдного штампа з часом зростає (рис. 5.4, в). На цьому 

рисунку проілюстровано дві залежності осідання штампа від часу – для двох 

способів розв’язання, а саме: першому способу відповідає штрихова лінія, 

другому – суцільна. На рис. 5.4, а і рис. 5.4, б точкові лінії відповідають 

першому способу, а суцільні – другому. Аналіз показує, що з часом відхилення 

між контактними характеристиками зростає. Так, для осідання штампа воно 

становить 0,7% в момент часу 1  . Більше значення відхилення між 

функціями тиску спостерігається в точках, близьких до межі площадки 

контакту (до 7%), так само, як і між функціями профілю (до 5%). Перший 

спосіб має менші обчислювальні витрати за часом, а відхилення від 

уточненого розв’язку є несуттєвим. Тому цей спосіб можна використовувати 

для наближених обчислень на стадії припрацювання. 

 

 

5.4 Висновки з розділу 5 

 

 

Розглянуто осесиметричну задачу про зношування тонкого покриття 

круговим в плані штампом при його обертанні навколо своєї осі за постійного 

нормального навантаження. Покриття моделюється як Вінклерівське з 

лінійним законом деформування. Дослідження проводяться на проміжку часу, 

на якому відсутній повний знос покриття. Вивчено два випадки: циліндричний 

штамп з плоскою підошвою і параболоїдний штамп. У першому випадку 

площадка контакту є незмінною, у другому – змінною та зростаючою в часі у 
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процесі зношування. Досліджено випадок степеневого закону залежності 

швидкості зношування від контактного тиску. 

До розв’язання системи рівнянь, яка моделює цю задачу, застосовано 

покроковий за часом метод. На кожному часовому кроці знайдено умови, за 

яких лінійні операторні рівняння мають єдиний розв’язок. Для розв’язання 

задачі в нульовий момент часу застосовано як наближено-аналітичний, так і 

чисельний підходи. На кожному часовому кроці запропоновано використання 

чисельних методів розв’язання на базі чисельного інтегрування. У випадку 

параболоїдного штампа описано два способи пошуку невідомого радіуса 

площадки контакту на кожному кроці. Перший характеризується меншою 

обчислювальною тривалістю, а другий – покращеною точністю розрахунків зі 

значною тривалістю. Відхилення в результатах між двома способами 

збільшується з часом процесу зношування, проте на стадії припрацювання 

воно має несуттєве значення (до 7%), що дає змогу робити висновок про 

ефективність застосування більш швидкого способу для наближених 

обчислень.  

Аналіз контактних характеристик на стадії припрацювання показав 

поступову за часом зміну поведінки функції контактного тиску під штампом 

та функції профілю зношеного покриття. У обох випадках в центрі площадки 

контакту знос наближено дорівнює нулю, а тиск швидко збільшується в часі, 

при цьому в центрі площадки контакту спостерігаються пікоподібні 

максимуми функції контактного тиску, які з часом загострюються. В точках 

такого типу з часом можуть статися незворотні пластичні деформації. 

Зазначений ефект потрібно враховувати при розрахунках на міцність та 

надійність. 

Крім того, проілюстровано наявність граничної узгодженості 

контактних характеристик для кільцевих в плані штампів з радіусами, що 

прямують  до нуля та кругового в плані циліндричних штампів з плоскою 

підошвою. 
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ВИСНОВКИ 

 

 

1. Зношування – це процес часткового руйнування контактуючих тіл 

внаслідок їх тертя, який призводить до зміни форми таких тіл та їх контактних 

характеристик. Актуальною проблемою машинобудування є подовження 

терміну експлуатації машин та механізмів і дослідження впливу змінних 

контактних характеристик на надійність їхньої роботи. Для подовження 

терміну експлуатації машин застосовують тонкі покриття. Аналіз стану в 

області зносоконтактних задач про штампи за наявності тонкого шару-

покриття на основі показав, що проблема таких контактних задач ще далека до 

завершення. 

2. Мета дисертаційної роботи – розробка підходів для розв’язання 

зносоконтактних задач теорії пружності в плоскій та осесиметричний 

постановках в умовах незмінної площадки комформного контакту та змінної 

(у випадку параболоїдного кругового в плані штампа) за лінійним та 

степеневим законами зношування та лінійним та степеневим законами 

деформування тонкого покриття з подальшим аналізом контактних 

характеристик на стадії припрацювання, а у деяких випадках – ще й на стадії 

усталеного зносу. 

3. Запропоновано підходи до розв’язування таких класів 

зносоклнтактних задач теорії пружності: 

 у плоскій постановці знайдено аналітичні і наближені аналітичні 

розв’язки задач (як нових, так і відомих) за степеневого закону зношування у 

випадку штампа з плоскою підошвою; 

 у осесиметричній постановці знайдено чисельні розв’язки задач (як 

нових, так і відомих) за лінійного та степеневого закону зношування у випадку 

незмінної за часом площадки контакту; 
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 вперше знайдено розв’язки плоскої та осесиметричної 

зносоконтактних задач теорії пружності за різних форм конформного 

контакту; 

 вперше знайдено чисельний розв’язок задачі про обертання 

параболоїдного штампа навколо власної осі та знайдено радіуси змінної за 

часом кругової площадки контакту. 

4. Зроблено математичне обґрунтування отриманих розв’язків: 

досліджено властивості інтегральних операторів, знайдено умови існування 

єдиних розв’язків задач на кожному часовому кроці; фактично реалізовано 

запропоновані підходи до розв’язання і виконано конкретні розрахунки. 

5. Для ілюстрації достовірності отриманих результатів їх порівняно із 

результатами інших авторів; проведено верифікацію нових результатів 

шляхом співставлення даних, отриманих різними способами в дисертаційній 

роботі; аналізом граничних випадків. 

6. Виконано численні розрахунки, завдяки яким удалось установити 

вплив на зносоконтактні характеристики законів зношування та деформування 

покриття, ширини кільця (у випадку кільцевого в плані штампа), форм 

конформного контакту на стадіях припрацювання, а в деяких випадках і 

усталеного зносу, виконати граничні переходи від розв’язків для кільцевого в 

плані штампа з малим внутрішнім радіусом до розв’язків для кругового в плані 

циліндричного штампа з плоскою підощвою. 

7. З аналізу результатів розрахунку отримано такі висновки: 

 Підтверджено, що зносоконтактна задача за наявності покриття 

пружного півпростору має лише обмежені розв’язки на відміну від задачі за 

відсутності покриття, яка в нульовий момент часу має за розв’язок функцію 

тиску, необмежену в «кутових точках» площадки контакту під плоским 

штампом. Тому покриття дозволяє уникнути пластичних деформацій на межі 

площадки контакту під штампом з плоскою підошвою. 
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 Порівняльний аналіз контактних характеристик різних законів 

зношування свідчить про більш повільніший процес зношування при 

нелінійному (степеневому) законі. 

 В задачах з незмінною в часі площадкою контакту підтверджено 

наявність двох стадій зношування: стадії припрацювання і стадії сталого 

зносу. Остання, зокрема, характеризується стабілізацією функції контактного 

тиску та форми профілю зношеної поверхні. На стадії усталеного зносу 

функції контактного тиску для конформного контакту, визначеного плоскими 

та неплоскими поверхнями, стають близькими за значеннями. 

 Порівнюючи контактні характеристики в задачах з незмінною 

площадкою контакту за різних законів деформування покриття 

продемонстровано, що на стадії припрацювання функції контактного тиску та 

профілі зношеної поверхні суттєво змінюються, на стадії усталеного зносу 

функції тиску залишаються незмінними і стають близькими за значеннями для 

різних показників степеневого закону, проте, хоча на цій стадії форми 

профілів зношеної поверхні не змінюються, за різних показників зазначеного 

закону профілі мають стабільні взаємні відхилення. 

- В задачах з незмінною в часі площадкою контакту виявлено, що 

степеневому закону деформування покриття, котрий найбільше відрізняється 

від лінійного, відповідають менші значення максимального тиску на стадії 

припрацювання, проте більші значення максимального зносу на усталеній 

стадії. 

 Порівняльний аналіз показав, що у випадку незмінної площадки 

контакту під кільцевим в плані штампом для конформного контакту, 

визначеного функцією квадратичного типу, максимальний тиск на стадії 

припрацювання виявляється меншим, ніж у випадку контакту тіл, визначених 

плоскими поверхнями. 

 В осесиметричній задачі для кільцевих в плані штампів, що 

обертаються навколо власної осі, внутрішній радіус яких наближається до 

нуля, підтверджено наявність ефекту значного збільшення контактного тиску 
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протягом процесу зношування у точках, близьких до центру. Це вимагало 

подальшого дослідження в граничному випадку кругового в плані штампа. 

 Обчислювальним експериментом доведено, що при наближення 

внутрішнього радіусу кільцевого в плані штампа до нуля, контактні 

характеристики наближаються до відповідних контактних характеристик для 

кругового в плані циліндричного штампа з плоскою підошвою. 

 Для циліндричного та параболоїдного кругових в плані штампів, що 

обертаються навколо власної осі, аналіз контактних характеристик на стадії 

припрацювання показав, що в центрі площадки контакту знос наближено 

дорівнює нулю, а тиск швидко збільшується в часі, при цьому в центрі 

площадки контакту спостерігаються пікоподібні максимуми функції 

контактного тиску, які з часом загострюються. В точках такого типу з часом 

можуть статися незворотні пластичні деформації. Зазначений ефект потрібно 

враховувати при розрахунках на міцність та надійність. 

Оскільки зношування є одним з основних видів руйнування та найбільш 

розповсюдженою причиною виходу деталей та механізмів з ладу, то отримані 

результати, зокрема, розподіл тиску під штампом, форми профілю зношеної 

поверхні, значення осідання штампа, можуть бути використані для 

розрахунків на міцність, зносостійкість, жорсткість. 
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