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АНОТАЦІЯ 

 

Халанчук Л.В. Структуровані дискретні моделі для розв’язку 

крайових задач. – Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора філософії за 

спеціальністю 113 Прикладна математика. – Запорізький національний 

університет, Запоріжжя, 2021. 

 

Об’єктом дослідження є структуровані та блочно-структуровані сітки 

для геометричних моделей. 

Предмет дослідження – методи генерації структурованих та блочно-

структурованих сіток геометричних моделей. 

У дисертації досліджено структуровані дискретні моделі для розв’язку 

крайових задач. Метою дисертаційної роботи є розробка математичного 

апарату для побудови структурованих та блочно-структурованих сіток із 

заданими параметрами згущення та гарантією якості моделі. Для реалізації 

поставленої мети в роботі поставлено наступні основні задачі: 

- розробити і виконати апробацію методу отримання структурованих 

дискретних математичних моделей, що виконані на чотирикутних скінченних 

елементах, для двовимірних геометричних об’єктів за допомогою рівняння 

Пуассона; 

- розробити методи оптимізації генерації структурованих дискретних 

моделей геометричних об’єктів за рахунок вибору способу початкового 

розбиття; 

- розробити підходи до керування формою та інтенсивністю згущення 

ліній сітки до заданої зони моделі двовимірного та тривимірного 

геометричного об’єкта. 
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Методи дослідження ґрунтуються на математичному аналізі, 

аналітичній геометрії, математичному моделюванні та чисельних методах 

розв’язування диференціальних рівнянь. 

У вступі обґрунтовано актуальність теми дисертаційної роботи, 

зазначено зв’язок роботи з науково-технічними проектами, сформульовано 

мету і завдання дослідження, визначено об’єкт, предмет та методи 

дослідження, показано наукову новизну та практичне значення отриманих 

результатів, наведено інформацію про практичне використання доробку, 

особистий внесок здобувача, апробацію результатів дослідження та їх 

висвітлення у наукових публікаціях. Приводяться відомості щодо структури 

та обсягу дисертаційної роботи. 

В першому розділі проведено огляд сучасного стану генерації 

структурованих дискретних моделей, який є продовженням і доповненням 

попередніх досліджень, а саме: описано основні кроки для побудови сітки, які 

є загальними для багатьох підходів їх автоматичної генерації (підрозділ 1.1); 

розглянуто алгебраїчні, еліптичні, варіаційні, гіперболічні методи генерації 

структурованих та блочно-структурованих сіток; проаналізовано спеціальні 

програмні засоби, за допомогою яких відбувається комп’ютерна генерація 

сіток; описано рівняння і теорії, на основі яких будуються сітки; наведено 

чисельні методи, що використовуються при генерації сіток (підрозділ 1.2); 

проаналізовано методи деформації сітки (підрозділ 1.3); досліджено широке 

коло об’єктів і процесів, для моделювання якого використовуються 

структуровані сітки (пункт 1.4.1). 

Більше детально наведено приклади побудови структурованої 

дискретної моделі аеродинамічної форми NACA0012 крила літака, що 

розроблені за допомогою Національного консультативного комітету з 

аеронавтики (NACA) (пункт 1.4.2). Також проведено генерацію 

структурованої сітки щільності ймовірності знаходження електрона в заданій 

області різноманітних квантових точок з різними хвильовими числами (пункт 

1.4.3). 
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Дослідження методів генерації структурованих сіток виявило переваги 

та недоліки їхнього використання, а саме: переваги – можливість 

використання більш високого порядку апроксимації і меншої кількості 

ресурсів обчислювальних машин; недоліки – обмеження на форму елементів, 

структуру їхнього розміщення і на геометричну модель, адаптація до складних 

тіл досить трудомістка і є можливість появи вироджених елементів, 

декомпозицію на блоки можна застосувати для методів, коли блоки та границі 

можна представити явно, але у випадку надто складної форми тіла 

декомпозиція майже не застосовується. Популярною є комбінація генерації 

структурованих та неструктурованих сіток, яка дозволяє використати всі 

переваги і обмежити недоліки обох видів сіток. 

Узагальнюючи результати дослідження, можна зробити висновок, що 

проведений огляд підтверджує актуальність розробки методів генерації 

структурованих дискретних моделей геометричних об’єктів для подальшого 

чисельного аналізу їх властивостей (висновки до розділу 1). 

В другому розділі було розроблено математичний апарат для побудови 

структурованих сіток у вільно розповсюджуваному пакеті програм Scilab 

диференціальним методом на прикладі рівняння Пуассона із заданими 

параметрами згущення контрольних функцій та гарантією якості моделі. 

Емпіричним методом досліджено вплив геометрії області (опуклості та 

угнутості ліній сторін криволінійного чотирикутника) та вибір методу 

побудови початкової сітки на швидкість генерації заданої структурованої 

моделі даної області еліптичним методом, також досліджено залежність між 

значеннями змінних розрахункової та фізичної областей та вплив геометрії 

області на цю залежність. 

У підрозділі 2.1 розглянуто постановку задачі генерації сітки за 

допомогою диференціального рівняння Пуассона. Окремо було розглянуто 

методи побудови структурованих дискретних моделей, їх недоліки і переваги 

(підрозділ 2.2). У підрозділі 2.3 детально розглянуто чисельний розв’язок 

рівняння Пуассона з використанням різницевої схеми, а саме: загальна 
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апроксимація похідних з використанням різницевої схеми (пункт 2.3.1), 

різницева схема для рівняння Пуассона (пункт 2.3.2). У підрозділі 2.4 

розглянуто методи побудови початкової сітки: рівномірно (пункт 2.4.1) та за 

допомогою трансфінітної інтерполяції з можливістю згущення сітки до певних 

зон (пункт 2.4.2). Алгоритм генерації сітки в пакеті програм Scilab з 

дослідженням оптимального вибору початкової сітки відносно певної форми 

геометрії області побудови наведено в підрозділі 2.5. 

Особлива увага була приділена дослідженню впливу контрольних 

функцій на керування сіткою (підрозділ 2.6). Для диференціального методу 

(еліптичного) розглядалися контрольні функції, за допомогою яких можна 

виконати згущення до горизонтальних та вертикальних координатних ліній 

(пункт 2.6.1), як окремий випадок згущення до діагональних ліній із 

можливістю їхнього суміщення (пункт 2.6.3), досліджено вплив параметрів 

цих контрольних функцій на згущення. Було досліджено вплив параметрів 

контрольних функцій, за допомогою яких можна побудувати згущення у 

формі одного, двох чи більше кіл, еліптичного методу на якість побудованої 

сітки, а саме її ортогональність (пункт 2.6.2). Усі дослідження 

супроводжувались візуалізацією отриманих результатів. 

В третьому розділі було досліджено вплив параметрів контрольних 

функцій рівняння Пуассона на згущення сітки поверхонь різних типів. У 

підрозділі 3.1 наведено постановку задачі генерації сітки поверхні. Більш 

детально розглянуто поверхні обертання, оскільки такі поверхні широко 

використовуються в сучасній технічній промисловості, а саме: авіабудування, 

ракетобудування та ін. Оскільки навіть маленька помилка під час подібних 

розрахунків може привести не тільки до фінансових втрат, а й до людських 

жертв, то такі дослідження вимагають більшої точності обчислень. Отже 

виникає необхідність ретельного дослідження поверхні в місцях концентрації 

напружень, що можна зробити за допомогою згущення сітки в такій області, 

при цьому зекономити технічні ресурси під час виконання алгоритму. Тому 

було досліджено згущення сітки на поверхнях циліндра (підрозділ 3.2), конуса 
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(підрозділ 3.3), також на місці з’єднання циліндричної та конічної, 

циліндричної та сферичної, двох конічних поверхонь (підрозділ 3.4). Також 

досліджено згущення сітки на поверхні, що моделює щільність ймовірності 

знаходження електрона в заданій області квантової точки на прикладі кубічної 

квантової точки (підрозділ 3.5). Всі проведені дослідження на різних 

поверхнях підтверджують результати щодо впливу параметрів контрольних 

функцій на інтенсивність згущення сітки. Дослідження було проведено на 

прикладі згущення до певних ліній сітки, а у випадку комбінацій поверхонь 

згущення виконано до лінії з’єднання. Отже для посилення згущення 

необхідно збільшити перший параметр контрольної функції, другий параметр 

при збільшенні робить сітку більш рівномірною, близькою до ортогональної. 

В четвертому розділі розглянуто генерацію структурованих дискретних 

моделей для перерізів тривимірних геометричних об’єктів. Постановка даної 

задачі наведена в підрозділі 4.1. Дослідження проведено на прикладі перерізу 

кутового (підрозділ 4.2) та прямого (підрозділ 4.3) з’єднання двох балок. В 

прикладі моделі «кута» отримано з’єднання двох прямокутних трапецій по 

бічній лінії, а модель прямого з’єднання показана у двох варіантах розбиття: 

чотири прямокутні трапеції та два п’ятикутники. Згущення сітки було 

виконано до лінії межі з’єднання, оскільки саме в околі з’єднання двох 

конструкцій виникає концентрація напружень, тому більш детальне 

дослідження функцій на геометрії заданої області є актуальним. Було 

використано контрольні функції для згущення до координатних ліній 

розрахункової області. Підтверджено попередні дослідження для плоских 

областей та поверхонь щодо впливу параметрів контрольних функцій на 

інтенсивність згущення сітки в заданій області, а саме: збільшення першого 

параметра приводить до посилення згущення в околі заданої області, а 

збільшення другого параметра призводить до більш рівномірного 

розподілення ліній сітки, що наближає її до ортогональності ліній. В підрозділі 

4.4 показано розв’язок крайової задачі вигину тонкої пластинки, розв’язано 

різницевими схемами рівняння Софі Жермен, виконано згущення сітки до 
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певних зон побудови для різних форм пластинки (квадрат, опуклий та 

неопуклий криволінійні чотирикутники). 

У висновках наголошено, що розроблені в дисертаційній роботі методи 

генерації структурованих дискретних моделей геометричних об’єктів 

дозволяють якісно підвищити результати математичного моделювання, 

використовувати їх при аналізі та оптимізації інженерних конструкцій. Під час 

розв’язання задач дисертаційного дослідження було створено програмний 

продукт у вільно розповсюджуваному пакеті інженерних програм Scilab, що 

дозволяє еліптичним методом автоматизувати генерацію структурованих 

дискретних моделей геометричних об’єктів таких, як двовимірні криволінійні 

чотирикутники, поверхні тіл, перерізи тривимірних об’єктів. За допомогою 

цього програмного продукту можна керувати формою та інтенсивністю 

згущення структурованої сітки в заданій області геометричного об’єкта.  

Практичні результати представлено візуальними прикладами, що 

демонструють можливості розробленого програмного продукту. Точність та 

достовірність результатів підтверджується порівняльним аналізом, 

відповідністю фізичним властивостям та стійкістю алгоритму згущення сітки 

до кожної обраної області із можливістю керуванням інтенсивністю згущення. 

Отримані розв’язки задач дисертаційного дослідження можуть бути 

використані конструкторськими організаціями та виробництвами в якості 

додатків математичного моделювання геометричних об’єктів. 

Ключові слова: структурована дискретна модель, рівняння Пуассона, 

згущення сітки, параметри контрольних функцій, модель криволінійного 

чотирикутника, модель поверхні. 
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ABSTRACT 

 

Khalanchuk L. Structured discrete models for solving boundary value 

problems. - Qualification work on the rights of the manuscript. 

The dissertation on competition of a scientific degree of the philosophy doctor 

on a specialty 113 Applied mathematics. – Zaporizhzhia National University, 

Zaporizhzhia, 2021. 

 

The object of research is structured and block-structured grids for geometric 

models. 

The subject of research – methods of generating structured and block-

structured grids of geometric models. 

The dissertation investigates structured discrete models for solving boundary 

value problems. The purpose of the dissertation is to develop a mathematical 

apparatus for the construction of structured and block-structured grids with specified 

parameters of thickening and quality assurance of the model. To achieve this goal in 

the work the following main tasks: 

- to develop and test a method for obtaining structured discrete mathematical 

models performed on quadrilateral finite elements for two-dimensional geometric 

objects using the Poisson equation; 

- to develop methods for optimizing the generation of structured discrete 

models of geometric objects by choosing the method of initial partitioning; 

- to develop approaches to control the shape and intensity of grid lines 

thickening to a given area of the model of two-dimensional and three-dimensional 

geometric object. 

The research methods are based on mathematical analysis, analytical 

geometry, mathematical modeling and numerical methods for solving differential 

equations. 

The Introduction substantiates the topicality of the thesis, outlines its 

relationship to scientific and technical research projects. It formulates the research 
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goal and objectives, specifies the object, subject, and methods of research, and 

highlights the scientific novelty and practical value of the obtained results. It 

sketches out how the research results were used in practical cases. Further, it 

summarizes the personal contribution of the applicant, and presents how the 

approbation and publication of the contributed results were done. Finally, the 

Introduction provides the quantitative information about the structure of the thesis. 

The first section reviews the current state of generation of structured discrete 

models, which is a continuation and addition to previous studies, namely: describes 

the basic steps for building a grid, which are common to many approaches to their 

automatic generation (section 1.1); algebraic, elliptic, variational, hyperbolic 

methods of generation of structured and block-structured grids are considered; 

analyzed special software tools that are used to generate computer grids; describes 

the equations and theories on the basis of which grids are built; the numerical 

methods used at generation of grids are resulted (section 1.2); a wide range of objects 

and processes have been studied, for which structured grids are used (section 1.4.1). 

Examples of the construction of a structured discrete model of the 

aerodynamic shape of the NACA0012 wing of an aircraft, developed with the help 

of the National Advisory Committee on Aeronautics (NACA), are given in more 

detail (section 1.4.2). The generation of a structured grid of electron density density 

in a given region of various quantum points with different wave numbers is also 

performed (section 1.4.3). 

The study of methods for generating structured grids revealed the advantages 

and disadvantages of their use, namely: advantages – the ability to use a higher order 

of approximation and fewer resources of computers; Disadvantages - restrictions on 

the shape of elements, the structure of their placement and geometric model, 

adaptation to complex bodies is quite time consuming and there is a possibility of 

degenerate elements, decomposition into blocks can be applied to methods where 

blocks and boundaries can be represented explicitly, but in case of too complex 

shape body decomposition is almost not applied. A combination of structured and 
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unstructured grids is popular, which allows you to use all the advantages and limit 

the disadvantages of both types of grids. 

Summarizing the results of the study, we can conclude that the review 

confirms the relevance of developing methods for generating structured discrete 

models of geometric objects for further numerical analysis of their properties 

(conclusions to chapter 1). 

In the second section, a mathematical apparatus was developed for 

constructing structured grids in a freely distributed Scilab software package by the 

differential method on the example of the Poisson equation with given parameters 

of control function condensation and model quality assurance. The influence of the 

geometry of the region (convexity and concavity of the lines of the sides of a 

curvilinear quadrilateral) and the choice of the method of constructing the initial grid 

on the generation speed of a given structured model of this region by the elliptical 

method is investigated by empirical method. 

Section 2.1 considers the formulation of the grid generation problem using the 

Poisson differential equation. Methods of constructing structured discrete models, 

their disadvantages and advantages were considered separately (section 2.2). Section 

2.3 discusses in detail the numerical solution of the Poisson equation using the 

difference scheme, namely: the general approximation of derivatives using the 

difference scheme (paragraph 2.3.1), the difference scheme for the Poisson equation 

(paragraph 2.3.2). Section 2.4 discusses the methods of constructing the initial grid: 

evenly (paragraph 2.4.1) and by transfinite interpolation with the possibility of 

thickening the grid to the right or left (paragraph 2.4.2). The grid generation 

algorithm in the Scilab software package with the study of the optimal choice of the 

initial grid with respect to a certain shape of the geometry of the construction area is 

given in section 2.5. 

Particular attention was paid to the study of the influence of control functions 

on grid management (section 2.6). For the differential method (elliptical) control 

functions were considered, with the help of which it is possible to perform 

condensation to horizontal and vertical coordinate lines (paragraph 2.6.1), as a 
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special case of condensation to diagonal lines with the possibility of their 

combination (paragraph 2.6.3), the influence of parameters of these control functions 

on condensation is investigated. The influence of the parameters of control 

functions, by means of which it is possible to construct a condensation in the form 

of one, two or more circles, an elliptical method on the quality of the constructed 

grid, namely its orthogonality, was investigated (paragraph 2.6.2). The study was 

accompanied by visualization of the results. 

In the third section, the influence of the parameters of the control functions of 

the Poisson equation on the thickening of the grid of surfaces of different types was 

investigated. Section 3.1 presents the formulation of the problem of surface grid 

generation. Rotation surfaces are considered in more detail, as such surfaces are 

widely used in the modern technical industry, namely: aircraft construction, 

rocketry, etc. Since even a small error in such calculations can lead not only to 

financial losses but also to human casualties, such studies require greater accuracy 

of calculations. Therefore, there is a need for careful study of the surface in places 

of stress concentration, which can be done by thickening the grid in this area, while 

saving technical resources during the execution of the algorithm. Therefore, the 

thickening of the grid on the surfaces of the cylinder (section 3.2), the cone (section 

3.3), as well as at the junction of the cylindrical and conical, cylindrical and 

spherical, two conical surfaces (section 3.4) was investigated. The compression of 

the grid on the surface is also investigated, which simulates the probability density 

of an electron in a given region of a quantum dot on the example of a cubic quantum 

dot (section 3.5). All studies on different surfaces confirm the results on the 

influence of the parameters of the control functions on the intensity of the thickening 

of the grid. The study was performed on the example of thickening to certain lines 

of the grid, and in the case of combinations of surfaces, the thickening was 

performed to the joint line. Therefore, to enhance the thickening, it is necessary to 

increase the first parameter of the control function, the second parameter when 

increasing makes the grid more uniform, close to orthogonal. 
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The fourth section discusses the generation of structured discrete models for 

three-dimensional objects. The statement of this problem is given in section 4.1. The 

study was performed on the example of the cross section of the angular (section 4.2) 

and direct (section 4.3) connection of two beams. The example of the "angle" model 

is the connection of two rectangular trapezoids along the side line, and the "straight" 

model is shown in two variants of division: four rectangular trapezoids and two 

pentagons. The thickening of the grid was performed to the line of the joint 

boundary, because it is in the vicinity of the junction of the two structures that the 

stress concentration occurs, so a more detailed study of the functions on the 

geometry of a given area is relevant. Control functions were used to condense to the 

coordinate lines of the calculation area. Preliminary studies for flat areas and 

surfaces on the influence of control function parameters on the grid thickening 

intensity in a given region have been confirmed, namely: an increase in the first 

parameter leads to an increase in thickening around a given region, and an increase 

in the second parameter leads to a more uniform grid distribution, it’s to the 

orthogonality of the lines. Section 4.4 shows the solution of the boundary value 

problem of bending a thin plate, solves the difference schemes of Sophie Germain's 

equation, condenses the grid to certain construction zones for different plate shapes 

(square, convex and nonconvex curvilinear quadrilaterals). 

The conclusions emphasize that the methods of generation of structured 

discrete models of geometric objects developed in the dissertation work allow to 

qualitatively increase the results of mathematical modeling, to use them in the 

analysis and optimization of engineering structures. During the dissertation research, 

a software product was created in the freely distributed Scilab engineering software 

package, which allows the elliptical method to automate the generation of structured 

discrete models of geometric objects such as two-dimensional curvilinear 

quadrilaterals, body surfaces, sections of three-dimensional objects. With this 

software product, you can control the shape and intensity of the structured grid in a 

given area of a geometric object. 
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Practical results are presented by visual examples that demonstrate the 

capabilities of the developed software product. The accuracy and reliability of the 

results is confirmed by comparative analysis, compliance with the physical 

properties and stability of the grid thickening algorithm to each selected area with 

the ability to control the intensity of thickening. 

The obtained solutions of dissertation research problems can be used by 

design organizations and productions as applications of mathematical modeling of 

geometric objects. 

Keywords: structured discrete model, Poisson equation, grid thickening, 

parameters of control functions, curvilinear quadrilateral model, surface model. 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. На сьогоднішній день в інженерних додатках одне 

із провідних місць займають дослідження, що виконуються із застосуванням 

математичного моделювання різноманітних реальних процесів з подальшим 

використанням пакетів комп’ютерних програм, оскільки комп’ютерне 

моделювання за своїми витратами в багато разів економічно вигідніше ніж 

побудова фізичної моделі. Обчислювальні методи вимагають побудову 

математичних моделей, що будуть відображати усі необхідні властивості 

геометричної форми та структури досліджуваного об’єкта для заданої задачі. 

Переважна більшість сучасних методів обчислення замінює досліджуваний 

об’єкт деякою дискретною моделлю. Сучасні проєкти мають все більш 

складний характер, оскільки використовують моделі, що складаються з досить 

великої кількості компонентів і зв’язків між ними. Математичне моделювання 

процесів у таких конструкціях має певні труднощі, пов’язані зі складністю 

геометричної форми відповідних областей. Такі задачі зручно розв’язувати 

методом скінченних елементів, де модель складається з певної кількості 

геометричних областей простої форми. Далі використовуються різні пакети 

програм для розв’язання отриманої задачі з дискретними моделями. Проте 

виникає необхідність розробки методів отримання дискретних математичних 

моделей, що відповідають заданій геометричній області та мають певні 

властивості, що передбачені умовою задачі. 

Математичне моделювання різних процесів прикладних задач з 

відповідною генерацією дискретних моделей геометричних об’єктів 

ґрунтовно досліджували вчені Рвачов В.Л. [32, 42-52], Шейко Т.І. [4, 32-36, 43, 

48-52, 85, 127, 152, 153], Городецький А.С. [18-21], Максименко-Шейко К.В. 

[30-36, 44], Толок А.В. [32, 48, 58-62], Гоменюк С.І. [5-17, 29, 62-65, 78-83, 90, 

110, 119, 128], Армстронг С.Дж. [92], Томпсон Дж.Ф. [160-164] та інші 

дослідники [77, 89, 93-97, 100-106, 115, 122-125, 144, 149]. 
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Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисертаційна робота здійснювалась в рамках виконання науково-дослідної 

тематики кафедри програмної інженерії Запорізького національного 

університету, держбюджетних НДР «Розробка математичного забезпечення 

для інженерного аналізу об’єктів аерокосмічної техніки на базі хмарних 

технологій» (№ держреєстрації: 0117U007204), «Математичне та програмне 

забезпечення автоматизованого проєктування аерокосмічної техніки» (№ 

держреєстрації: 0118U000210). Окремі результати дисертаційної роботи було 

використано в рамках науково-дослідної роботи «Інноваційні технології та 

методики професійної підготовки майбутніх фахівців у закладах вищої 

аграрної освіти», (№ держреєстрації: 0118U002303), підтема: «Розробка 

часткових методик викладання фізико-математичних дисциплін у закладах 

вищої аграрної освіти на основі сучасних технологій та методів навчання», в 

Таврійському державному агротехнологічному університеті імені Дмитра 

Моторного. 

Мета і задачі дослідження. Метою дисертаційної роботи є розробка 

математичного апарату для побудови структурованих та блочно-

структурованих сіток із заданими параметрами згущення та гарантією якості 

моделі.  

Для реалізації поставленої мети в роботі поставлено наступні основні 

задачі: 

- розробити і виконати апробацію методу отримання структурованих 

дискретних математичних моделей з використанням рівняння Пуассона для 

дискретизації двовимірних геометричних об’єктів на чотирикутні елементи; 

- удосконалити методи генерації структурованих дискретних 

моделей геометричних об’єктів за рахунок вибору способу початкового 

розбиття; 

- розробити підходи до керування формою та інтенсивністю згущення 

ліній сітки до певної зони моделі двовимірного та тривимірного 

геометричного об’єкта. 
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Об’єкт дослідження – структуровані та блочно-структуровані сітки для 

геометричних моделей. 

Предмет дослідження – методи генерації структурованих та блочно-

структурованих сіток геометричних моделей. 

Методи дослідження ґрунтуються на математичному аналізі, 

аналітичній геометрії, математичному моделюванні та чисельних методах 

розв’язування диференціальних рівнянь. 

Наукова новизна отриманих результатів. В рамках рішення задач 

дисертаційного дослідження отримані наступні основні нові наукові 

результати: 

- отримав подальший розвиток еліптичний метод для математичного 

моделювання складних об’єктів під час розв’язку задач побудови, візуалізації 

та аналізу структурованих математичних моделей двовимірних та 

тривимірних геометричних об’єктів для спрощення процесу їх моделювання; 

- вперше на базі еліптичного методу побудови структурованих 

дискретних моделей геометричних об’єктів розроблено метод оптимального 

вибору розбиття початкової сітки, що залежить від геометричної форми 

заданого об’єкту; 

- отримав подальший розвиток метод згущення сітки за допомогою 

контрольних функцій рівняння Пуассона для згущення до координатних ліній 

розрахункової області, до точки, до області у вигляді кола, що дозволяє більш 

детально досліджувати залежності в заданій області геометричного об’єкта, не 

збільшуючи при цьому кількість вузлів сітки, що економить технічні ресурси; 

- вперше запропоновано формулу та її різновиди для згущення сітки 

до діагональної лінії криволінійного чотирикутника. 

Практичне значення отриманих результатів. Практичне значення 

дисертаційної роботи ґрунтується на програмній реалізації та можливості 

прикладного застосування розроблених методів для чисельного дослідження 

напружено-деформованого стану складних об’єктів. Розроблені в 

дисертаційній роботі методи генерації структурованих дискретних моделей 
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геометричних об’єктів дозволяють якісно підвищити результати 

математичного моделювання, використовувати їх при аналізі та оптимізації 

інженерних конструкцій. Під час рішення задач дисертаційного дослідження 

було створено програмний продукт у вільно розповсюджуваному пакеті 

інженерних програм Scilab, що дозволяє на базі еліптичного методу 

автоматизувати генерацію структурованих дискретних моделей геометричних 

об’єктів таких, як двовимірні криволінійні чотирикутники, поверхні тіл, 

перерізи тривимірних об’єктів. За допомогою цього програмного продукту 

можна керувати формою та інтенсивністю згущення структурованої сітки в 

заданій області геометричного об’єкта. Отримані результати дисертаційного 

дослідження можуть бути використані конструкторськими організаціями та 

виробництвами як додатки математичного моделювання геометричних 

об’єктів. 

Особистий внесок здобувача. Всі основні результати, що винесено на 

захист, отримано автором самостійно. В роботах, виконаних у співавторстві та 

опублікованих спільно у спеціалізованих виданнях, що входять до переліку 

наукових фахових видань України, в яких можуть публікуватися результати 

дисертаційних робіт на здобуття наукових ступенів доктора наук, кандидата 

наук та ступеня доктора філософії, здобувачеві належить: [38, 54, 56, 57] – 

розробка математичного апарату та програмного продукту для побудови 

структурованих дискретних моделей розв’язку рівняння Шредінгера з 

наступною візуалізацією отриманих результатів для щільності ймовірності 

знаходження електрона в заданій області квантової точки; [67] – огляд 

літератури з подальшим аналізом методів генерації дискретних моделей 

геометричних об’єктів; [68, 69] – розробка математичного апарату та 

програмного продукту для побудови нерівномірних структурованих сіток на 

базі рівняння Пуассона. 

Апробація роботи. Основні положення дисертаційної роботи 

доповідались на таких науково-технічних конференціях, симпозіумах, 

форумах та семінарах: 
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— Дев’ята Всеукраїнська, шістнадцята регіональна наукова 

конференція молодих дослідників «Актуальні проблеми математики та 

інформатики» (26-27 квітня 2018 р., Запоріжжя);  

— Конференція молодих вчених та спеціалістів «Сучасні проблеми 

машинобудування», присвячена 120-річчю з дня народження академіка НАН 

України А. П. Філіппова (15-18 квітня 2019 р., Харків);  

— Десята Всеукраїнська, сімнадцята регіональна наукова конференція 

молодих дослідників «Актуальні проблеми математики та інформатики» (25-

26 квітня 2019 р., Запоріжжя); 

— Міжнародний науково-практичний форум «Сучасні наукові 

дослідження на шляху до євроінтеграції» (21-22 червня 2019 р., Мелітополь); 

— 8-ма Міжнародна науково-технічна конференція «Інформаційні 

системи та технології» (09-14 вересня 2019 р., Коблеве – Харків); 

— IEEE International Conference on Modern Electrical and Energy Systems 

(MEES) (23-25 вересня 2019 р., Кременчук); 

— Одинадцята Всеукраїнська, вісімнадцята регіональна наукова 

конференція молодих дослідників «Актуальні проблеми математики та 

інформатики» (23-24 квітня 2020 р., Запоріжжя); 

— VIII Міжнародна науково-технічна конференція «Актуальні 

проблеми прикладної механіки та міцності конструкцій» (11-14 червня 2020 

р., Запоріжжя); 

— XXI Міжнародна конференція з математичного моделювання 

(МКММ-2020) (14-18 вересня 2020 р., Херсон); 

— 25th IEEE International Conference on Problems of Automated 

Electrodrive. Theory and Practice (PAEP 2020) (September 21-25, 2020, 

Kremenchuk); 

— Міжнародна науково-практична конференція «Освіта та наука: 

пам'ятаючи про минуле, творимо майбутнє» (23-25 вересня 2020 р., Київ) 

— наукових семінарах кафедри програмної інженерії Запорізького 

національного університету і кафедри вищої математики і фізики 
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Таврійського державного агротехнологічного університету імені Дмитра 

Моторного. 

Публікації результатів. Основні результати дисертаційної роботи 

відображено у 19 друкованих роботах, в тому числі, 2 у виданнях, що входять 

до міжнародної наукометричної бази видань Scopus, 7 у спеціалізованих 

виданнях, що входять до переліку наукових фахових видань України, в яких 

можуть публікуватися результати дисертаційних робіт на здобуття наукових 

ступенів доктора наук, кандидата наук та ступеня доктора філософії. 

Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається зі 

вступу, чотирьох розділів, висновків, списку використаних джерел з 189 

найменувань (22 сторінки). Загальний обсяг роботи складає 152 сторінки, в 

тому числі 117 сторінок загального тексту, що ілюстровано 59 рисунками та 5 

таблицями, 13 сторінок додатків. 
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РОЗДІЛ 1 

АНАЛІЗ СТАНУ ПРОБЛЕМИ ГЕНЕРАЦІЇ СТРУКТУРОВАНИХ 

ДИСКРЕТНИХ МОДЕЛЕЙ ГЕОМЕТРИЧНИХ ОБЄКТІВ 

 

1.1 Загальна постановка задачі математичного моделювання 

геометричних об’єктів за допомогою структурованих сіток 

 

Дискретною моделлю геометричного об’єкту (сіткою) називають 

множину точок, що розподілені в досліджуваній області, разом зі зв’язками 

між цими точками. Дискретна модель геометричного об’єкта замінює вихідну 

неперервну область скінченною множиною простих фігур [80]. В залежності 

від розмірності простору дискретні моделі складаються з різних типів 

елементів: 

- одновимірні (відрізки, дуги кривих);  

- двовимірні (трикутники, чотирикутники);  

- тривимірні (тетраедри, призми, шестигранники). 

Комірки сітки та їх вузли є основою, на якій відбувається заміна 

математичних моделей, що описують досліджувані процеси, на систему 

рівнянь, чисельний розв’язок яких дає наближене значення необхідних 

характеристик явищ, що вивчаються. 

Розрізняють структуровані та неструктуровані сітки (Рис. 1.1). 

Неструктуровані сітки визначаються звичайним набором вузлів. Логічний 

зв’язок між вузлами сітки визначається довільним чином, тобто кожен вузол 

може мати довільну кількість «сусідів». На відміну від неструктурованої сітки 

в структурованій всі внутрішні вершини топологічно еквівалентні між собою. 

Наприклад, чотирикутні структуровані сітки топологічно еквівалентні 

стандартним прямокутним сіткам. 
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Рис. 1.1. Структурована (ліворуч) і неструктурована (праворуч) сітки 

Структурована сітка відрізняється від неструктурованої тим, що вона: 

— накладає обмеження на форму елементів, структуру їхнього 

розміщення і на геометричну модель; 

— потребує витратити більше часу людини-розробника, але менше часу 

розрахунку обчислювальної техніки; 

— розрахунковий алгоритм не змінюються при подальшому 

подрібненні сітки, змінюється лише крок сітки. 

Структуровані сітки на відміну від неструктурованих мають явно 

виражений напрямок (за індексом), що можна розуміти як криволінійну 

систему координат. Завдяки цьому на структурованій сітці можна застосувати 

різницеві схеми більш високого порядку точності, що є важливою складовою 

чисельного розв’язання. Також структуровану сітку легко деформувати за 

допомогою інтерполяційних формул, а неструктуровані сітки для цієї 

процедури вимагають введення додаткової моделі деформації та окремі 

витрати часу на розв’язання допоміжних рівнянь. Структуровані сітки з 

однаковою кількістю вузлів порівняно з неструктурованою сіткою потребують 

меншої кількості обчислень, оскільки мають в декілька разів менше комірок 

та граней. Наприклад, для просторової структурованої сітки на 8 вузлів буде 

одна кубоподібна комірка, що має 6 граней, а для неструктурованої сітки на 8 

вузлів буде п’ять комірок – тетраедрів, що мають по 4 грані кожна (рис. 1.2). 

Індекси елементів структурованої сітки (сіткові координати) дають доступ до 

будь-якої комірки, на відміну від неструктурованої не потрібно зберігати 

інформацію про її грані, сусідні комірки та ін. Пакети програм, що 
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використовують структуровані сітки, є простішими під час реалізації 

алгоритмів та менш вимогливі до ресурсів техніки [23].  

 

Рис. 1.2. Розбиття куба на 5 тетраедрів. 

Огляд актуальних підходів і методів автоматичної генерації 

неструктурованих сіток (дискретних моделей геометричних об’єктів), 

зокрема, аналіз методів генерації дискретних моделей з використанням 

трикутних або тетраедричних елементів, а також чотирикутних або 

шестигранних скінченних елементів, наведено в роботі [84]. 

Серед структурованих сіток широке розповсюдження під час 

розв’язання задач математичної фізики отримали координатні сітки. В таких 

сітках вузли та грані комірок визначаються перетином ліній та поверхонь 

деякої координатної системи в області Х. Якщо межа Х складається зі 

скінченної кількості координатних ліній, то отримана сітка має назву 

координатної сітки, що узгоджена з межею. В такому випадку 

обчислювальною областю є деяка прямокутна область, межі якої 

визначаються поверхнями, що паралельні осям ейлерових координат. Такі 

сітки добре апроксимують межу області і тому ефективні під час чисельних 

розрахунків задач, розв’язок яких істотно залежить від точності апроксимації 

крайових умов. Алгоритм нумерації вузлів та визначення комірок для 

координатних сіток, що узгоджені з межею, дуже простий. Їх конструкція 

дозволяє легко збільшувати кількість вузлів, щоб оцінити збіжність, похибку 

обчислень та для збільшення точності різницевих методів розв’язання 
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крайових задач. Для таких сіток не потрібна інтерполяція крайових умов 

задачі, граничні значення області є вхідними параметрами алгоритму, що дає 

можливість конструювати автоматизовані програми побудови сіток для 

широкого кола областей і задач [27].  

 

1.2 Огляд і класифікація методів генерації структурованих 

дискретних моделей геометричних об’єктів 

 

Загальна послідовність кроків, необхідних для генерації структурованих 

дискретних моделей геометричних об’єктів така: 

1. Геометрія області, яка буде дискретизована, повинна бути визначена, 

тобто межа області повинна бути описана. Подання геометрії може бути 

виконано різними шляхами: аналітична форма (рівняння сфери, циліндрів), 

сплайни, NURBS (неоднорідні раціональні b-сплайни), методи інтерполяції. 

Геометрія може бути побудована в системі автоматизованого проектування 

(САПР) або в системі генерації сіток. Багато САПР використовують 

аналітичні форми і не дуже добре підходять для створення сіток з потоком, що 

є проблемним для аналітичного запису, тому багато пакетів генерації сіток 

забезпечують певний рівень підтримки САПР. 

2. Аналіз меж геометричного об’єкта з метою встановлення 

відповідності між геометричними особливостями (наприклад, зламами) та 

межовими вузлами структурованої сітки. Для розв’язання цієї задачі з 

урахуванням подання поверхні, часто її необхідно переорієнтувати. Далі для 

генерації сітки потрібно отримати параметрично гладкі поверхні, щоб точки 

сітки плавно змінювались по поверхні. Для отримання гладкої поверхні 

найчастіше використовуються САПР, які гарантують лише геометричну 

гладкість, але часто не є параметрично гладкими. Параметризація 

згладжування поверхні зазвичай включає розв’язок еліптичного рівняння на 

поверхні. Зауважимо, що при побудові декартової сітки цей крок не потрібен. 
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3. Генерація сітки області. Ця процедура істотно відрізняється для 

різних типів сітки. 

Огляд актуальних підходів і методів автоматичної генерації 

структурованих сіток наведено в роботі [67].  

Для генерації структурованих сіток використовують різні спеціальні 

програмні засоби: ANSYS [1, 99], OpenFOAM [41], SPGrid [87], HybMesh [142] 

тощо. 

Найпростіше генерувати декартову сітку, оскільки область покривається 

прямокутною сіткою. Межі області можуть не охоплюватися межею сітки, але 

адаптивне виправлення може бути використано для покращення поверхні. 

Отже, постає необхідність уточнення сітки в двох напрямках для двовимірного 

випадку, але для тривимірного випадку достатньо встановити сітку в 

напрямку, що перпендикулярно межі. Найчастіше структуровані сітки 

будують як прямокутні шахові декартові сітки [3, 88, 95, 112, 114, 129, 132, 

138, 145, 154-156, 175]. 

В блочно-структурованому методі обчислювальна область розділяється 

на набір прямокутних блоків, що не перекривають один одного. Далі сітка 

генерується на кожному блоці окремо. Згладжування на блоках виконується 

до досягнення певного степеню неперервності на межі блоків. Розриви у 

відстані між сітками на межі блоків можуть ускладнити розв’язування. 

Найбільш розповсюджені методи генерації сіток відносяться до 

наступних категорій: алгебраїчні, еліптичні і варіаційні, гіперболічні. 

Алгебраїчні методи створюють сітки для внутрішньої області і 

комбінують алгебраїчне представлення межі. Для трансфінітної інтерполяції 

використовуються поліноми [86, 134]. Алгебраїчні методи не настільки гнучкі, 

як інші методи, але генерація цими методами є простою і швидкою. 

Еліптичні методи генерації можуть обробляти більш загальні випадки. 

Вони можуть використовуватися для створення високоякісних сіток, які 

будуть мати бажану гладкість, на доволі складних областях. Розв’язок 

рівняння Пуассона визначає місцеположення точок сітки. Варіаційний метод 
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також дає еліптичне рівняння, розв’язок якого визначає місцеположення точок 

сітки. Важливим є вибір функцій управління, які визначають відстань між 

точками сітки та ортогональність сітки [87, 111, 147]. 

Гіперболічні методи розв’язують гіперболічну систему рівнянь для 

генерації сітки від границі області. Зазвичай, накладається умова 

ортогональності ліній сітки. Зазвичай додається згладжування, щоб позбутися 

передчасного накладання ліній сітки. Зовнішня межа сітки визначається 

розв’язком рівняння, тому цей метод обмежений для використання в блочно-

структурованих сітках, але дуже корисний при покритті сіток. 

Під час генерації блочно-структурованої сітки спочатку створюються 

окремі складові сітки для різних частин геометрії, використовуючи 

алгебраїчний, еліптичний чи гіперболічний методи. Враховуючи набір 

складових сіток, визначається, як зробити покриття автоматичним, але може 

виникнути збій, якщо при покритті не будуть міцними зв’язки між 

компонентами різних блоків. 

Використання методу скінченних різниць для розв’язання 

диференціальних рівнянь було одним із перших підходів для отримання 

дискретного представлення тіла. В його основі лежить ідея трансформації 

сітки, що визначена на одиничному кубі, у потрібну геометрію кубоподібного 

тіла. Якщо тіло має складну форму, то цю проблему можна розв’язати 

методами декомпозиції чи блочної декомпозиції, які засновані на ідеї 

декомпозиції тіла на кубоподібні блоки. 

Чисельні методи, що використовуються при генерації структурованих 

сіток: 

- метод скінченних різниць [3, 112, 147, 159]; 

- метод скінченних елементів [1, 3, 26, 103, 107, 129, 135, 139, 146, 176, 

188, 189]; 

- метод скінченного об’єму [88, 95]; 

- метод спектральних елементів [134]; 

- метод FDTD [159]. 
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Генерація структурованих сіток розробляється на основі різних рівнянь 

і теорій, а саме: 

- еліптичні рівняння [87, 111, 147], 

- параболічні рівняння [3], 

- рівняння еластодинаміки [159], 

- рівняння Нав’є-Стокса [88, 116, 126], 

- триангуляція [29, 103], 

- теорія R-функцій [11, 16-17, 28-31, 35, 36, 42-53, 78-79, 81-82], 

- крива, поверхня, об’єм, екстракція Безьє [86, 107], 

- функції Гріна [180]. 

Розглянемо квазілінійне (лінійне відносно старших похідних) 

диференціальне рівняння в частинних похідних другого порядку вигляду 

),,,,,(),(),(2),( 221211 yxyyxyxx uuuyxfuyxauyxauyxa                (1.1) 

де ),( yxaij
, ,2,1, ji  неперервні функції в деякій області G. 

 Розглянемо звичайне диференціальне рівняння 

,0)(2)( 2

2212

2

11  dxadxdyadya                                   (1.2) 

яке називається характеристичним для рівняння (1.1), а його інтеграли – 

характеристиками. 

 З курсу звичайних диференціальних рівнянь відомо: якщо ),( yxz   – 

деякий розв’язок наступного рівняння, тобто, 

,02 2
2212

2
11  yyxx zazzaza                                         (1.3) 

тоді співвідношення ),( yxC   є загальним інтегралом рівняння (1.2). Має 

силу і обернене твердження. 

 Нехай 011 a  ).0( 22 a  Тоді із (1.2) маємо: 

,,
22

12

11

12













 





a

a

dy

dx

a

a

dx

dy
 

де .2211
2
12 aaa   



34 
 

 Рівняння (1.1) в області GD , враховуючи залежності між фізичною (𝑥,

𝑦, 𝑢) та розрахунковою (𝜉, 𝜂, 𝑈) областями, називається рівнянням 

 а) гіперболічного типу, якщо дискримінант 0  для всіх D),( yx , 

канонічні форми якого можна записати у вигляді 
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  .,,,,1   UUUFUU   

 б) параболічного типу, якщо 0  при D),( yx , канонічні форми якого 

можна записати у вигляді 
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 в) еліптичного типу, якщо 0  при D),( yx , канонічні форми якого 

можна записати у вигляді 
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У випадку лінійних рівнянь другого порядку зі сталими коефіцієнтами 

одержуємо наступні канонічні форми: 

),(   gVVV  – еліптичний тип; 

),(1   gVbV  – параболічний тип; 






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

),(

),(

gVVV

gVV
 – гіперболічний тип. 

 

1.3 Методи деформації сітки 

 

Для розв’язання диференціальних рівнянь з частинними похідними 

часто бажана адаптивна стратегія, одним із важливих підходів якої є метод 

деформації сітки [165, 172]. Він застосовується до різних фізичних та 
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інженерних проблем, таких як горіння, ударні хвилі, реакції дифузії та 

двофазні потоки [121, 166-167, 174]. 

Дослідження генерації сіток алгебраїчними методами, контроль 

щільності і нахилу координатних ліній за допомогою перехідних коефіцієнтів 

у формулах трансфінітної інтерполяції проведено в роботах [86, 134]. 

Контроль щільності по координатним лініям за допомогою алгебраїчного 

методу через введення проміжної системи координат наведено в роботі [37]. 

Згущення вузлів сіток по координатним лініям сітки (вертикальним і 

горизонтальним) та до певного вузла за допомогою диференціального методу 

розглянуто в працях [37, 148]. Вплив контрольних функцій і форми межі 

області на розподіл вузлів сітки, що генерується еліптичним методом через 

розв’язання рівняння Бельтрамі, досліджено в роботах [66, 130]. 

Дослідження згущення вузлів сітки через контрольні функції, що 

задавали області діагональних ліній, круга, синусоїди за допомогою рівняння 

Ейлера, що застосовується в задачах газової динаміки, показано в статті [2]. 

Застосування контрольних функцій як фільтра згущення сітки 

використовується для глобальних кліматичних моделей в статті [158]. 

Дослідження контрольних функцій, що визначають розповсюдження 

джерел додаткової дії на межі крізь задану область, розглянуто в праці [118]. 

Генерація близьких до ортогональних сіток без зміни розподілу розміру 

комірки вихідних сіток методом деформування сітки на основі якісно 

виконаних деформацій, а також вплив контрольних функцій на 

ортогональність сітки розглянуто в роботі [91]. 

Коли основні проблеми залежать від часу, деформовані сітки 

змінюються в процесі зміни часу, і, таким чином, метод називається методом 

рухомих сіток. У методі скінченних елементів, що використовують рухому 

сітку, зміна сіток у обчислювальній області використовується для керування 

перерозподілом сітки у фізичній області на кожному кроці часу. Потім 

рішення оновлюється за певною формулою. Цей метод застосовувався в 

багатьох додатках [161]. 



36 
 

Еліптичні рівняння з розривними коефіцієнтами та наявності окремих 

джерел додаткової дії мають велике значення в динаміці рідин, 

матеріалознавстві та біологічних системах. Для розв’язання таких рівнянь 

можна застосовувати методи на основі скінченного об’єму [141], кусково-

поліноміальної дискретизації [108], методу інтерфейсу зв’язку [109]. Спосіб 

узгодженої межі інтерфейсу (MIB – the matched interface and boundary) 

спочатку введено для розв’язання рівняння Максвелла з матеріальними 

інтерфейсами [182], а пізніше узагальнено до розв’язання еліптичних рівнянь 

з розривними коефіцієнтами та особливими джерелами додаткової дії [178-

179, 186-187], а також рівняння Гельмгольца з матеріальними інтерфейсами 

[181]. У більшості підходів зазвичай використовуються прості регулярні 

декартові сітки. Такі сітки не є оптимальними для проблем з локалізованими 

особливостями рішення.  

Однією з оптимальних стратегій локалізованих кардинальних змін є 

уточнення локальної сітки. Методи інтерфейсу на основі скінченних елементів 

та скінченних об’ємів можуть вбудовувати локально адаптивні алгоритми 

генерації сітки [171]. Однак дуже складно побудувати збіжні методи збіжних 

скінченних елементів або скінченних об’ємів на основі складних інтерфейсів, 

зокрема, інтерфейсів з геометричними особливостями [177, 178].  

Аналіз підходів до деформації сітки розглянуто в роботі [151]. Більшість 

досліджень, що стосуються методу деформації сітки лінійної пружності, 

використовували метод скінченних елементів для дискретизації рівнянь 

лінійної пружності, а потім вирішували отриману лінійну систему 

узагальненим мінімальним залишковим методом (GMRES) [113]. Деформацію 

сітки за допомогою інтерполяційної аналогії можна застосовувати до 

довільних типів сіток, які містять загальні багатогранні елементи або висячі 

вузли [133]. Схеми, засновані на інтерполяції, досягають вищої 

обчислювальної ефективності та менших вимог до пам'яті порівняно з 

фізичними схемами [137, 157, 185]. Однак будь-який процес інтерполяції 

пов'язаний з певним полем помилок. 
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У дослідженні [170] корпус аеродинамічного крила 3D AGARD був 

перевірений з урахуванням взаємодії з рідиною, порівняно результати 

деформації сітки методом зважування на зворотній відстані (IDW) та методом 

інтерполяції радіальної базисної функції (RBF). Метод інтерполяції радіальної 

базисної функції може бути використаний як функція інтерполяції для 

перенесення переміщень, відомих на межах структурної сітки, в сітку рідини, 

що виробляє високоякісні сітки з розумним збереженням ортогональності 

поблизу деформуючих меж [102]. В статті [140] запропоновано в методі 

інтерполяції радіальної базисної функції техніку утримання, що обмежує 

деформацію сітки до навколишньої області рухомої поверхні. 

В роботах [68-69] розглянуто методи деформації структурованої сітки з 

використанням контролюючих функцій диференціального рівняння Пуассона. 

Дослідження згущення вузлів сітки через контрольні функції, що задавали 

області діагональних ліній, круга, синусоїди за допомогою рівняння Ейлера, 

що застосовується в задачах газової динаміки, показано в статті [2].  

Побудова структурованої сітки поверхні, що моделює щільність 

ймовірності знаходження електрона в заданій області квантової точки різних 

видів через розв’язання хвильового рівняння Шредінгера виконано в роботах 

[155, 156]. 

Враховуючи широке застосування структурованих сіток в прикладних 

задачах, можна стверджувати, що розробка методів генерації дискретних 

моделей, скінченні елементи яких згущуються в місцях концентрації 

напружень і в місцях, де конструкція має особливу форму, є актуальною 

задачею. 
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1.4 Приклади практичного застосування генерації структурованих 

дискретних моделей 

 

1.4.1 Огляд сфери застосування генерації структурованих 

дискретних моделей 

 

На практиці застосування генерації структурованих сіток 

використовується для моделювання широкого кола об’єктів і процесів: 

- моделювання об’єктів, матеріалів, деформацій, тріщин [26, 28, 98, 99, 

107, 117, 129, 131, 154, 169, 173, 184]; 

- моделювання аеродинаміки, гідродинаміки, потоків різного 

походження [3, 88, 95, 114, 116, 120, 126, 131, 132, 142, 168-169, 173, 180, 183];  

- моделювання задач теплопровідності [22, 95, 146, 154, 175]; 

- моделювання хвиль різної природи [103, 112, 135, 159]; 

- моделювання магнітостатичної задачі, оцінка електромагнітного поля 

[134, 180];  

- оцінка щільності імпульсу електрона (EMD), його моментів і 

пов’язаної з ним інформаційної ентропії Шеннона для багатоелектронної 

молекулярної системи [138];  

- моделювання щільності ймовірності знаходження електрону в заданій 

області квантової точки: циліндричної [38, 39, 56], конічної [54, 55, 155], 

кубічної [156], призматичної [40]; 

- моделювання щільності ймовірності знаходження електрону в 

тривимірній потенціальній ямі [57]; 

- дослідження зварювання тертям (FSW) [139]; 

- дослідження в циклонному дизайні падіння тиску [143]; 

- співставлення базисного представлення змінної поля над областю в 

контексті чисельного моделювання і зворотних задач, де неперервне скалярне 

або векторне поле над областю може бути представлено в різних скінченно 

вимірних базисних наближеннях, таких як неструктурований базис для 
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чисельного розв’язку прямої задачі і регулярна сітка для представлення 

розв’язку зворотної задачі [150]. 

Різні типи диференціальних рівнянь в частинних похідних другого 

порядку можуть асоціюватися з різноманітними типами гідромеханічних 

задач. Наприклад, задачі, що містять залежність від часу, зводяться до 

параболічних або гіперболічних рівнянь. Параболічними рівняннями 

визначаються течії, що мають дисипацію, наприклад, течії, для яких істотною 

є в’язкість або теплопровідність, в цьому випадку розв’язок буде гладким, а 

градієнти із плином часу зменшуватимуться, якщо граничні умови не залежать 

від часу. 

Якщо дисипаційні механізми відсутні, для лінійних диференціальних 

рівнянь в частинних похідних розв’язок зберігає сталу амплітуду, а для 

нелінійних – амплітуда розв’язання може навіть зростати, таким розв’язанням 

характеризуються гіперболічні диференціальні рівняння в частинних 

похідних. Еліптичні диференціальні рівняння в частинних похідних зазвичай 

визначають задачі, що описують врівноважений або сталий стан течії. Але 

деякі сталі процеси також можна описати параболічними (примежовий шар) 

або гіперболічними рівняннями (нев’язка надзвукова течія) [24]. 

 

1.4.2 Побудова структурованої сітки аеродинамічної форми крила 

літака 

 

Наведемо деякі приклади побудови структурованої сітки 

аеродинамічної форми NACA0012 крила літака, що розроблені за допомогою 

Національного консультативного комітету з аеронавтики (NACA), а 

параметри в числовому коді можуть бути введені в рівняння для точної 

генерації поперечного перерізу профілю і обчислення його властивостей.  

Розглянемо просту зв’язану обмежену область D (рис. 1.3)  в 

двовимірному просторі з декартовими координатами 𝑥̅ = (𝑥, 𝑦)𝑇, що розділена 

на чотири області [162, с. 130]. 
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Рис. 1.3. Область D поблизу аеродинамічної форми NACA0012. 

В узагальненому вигляді маємо рівняння Пуассона для генерації 

структурованої сітки 

𝑎22𝑥̅𝜉ξ − 2𝑎12𝑥̅𝜉η + 𝑎11𝑥̅𝜂𝜂 + (𝑎22𝑃11
1 − 2𝑎12𝑃12

1 + 𝑎11𝑃22
1 )𝑥̅𝜉

+ (𝑎22𝑃11
2 − 2𝑎12𝑃12

2 + 𝑎11𝑃22
2 )𝑥̅η = 0, 

де 6 коефіцієнтів 𝑃𝑗𝑘
𝑖  називаються контрольними функціями. 

Найпростіший приклад генерації сітки, що має назву лапласової сітки 

(рис. 1.4) [162, с. 131], отримаємо за умови, якщо всі 6 контрольних функцій 

дорівнюють нулю, тобто 

𝑃𝑗𝑘
𝑖 = 0, 

тоді маємо наступний вигляд рівняння Пуассона 

𝑎22𝑥̅𝜉ξ − 2𝑎12𝑥̅𝜉η + 𝑎11𝑥̅𝜂𝜂 = 0. 

 

Рис. 1.4. Лапласова сітка. 

Припустимо, що точки межі сітки задані на чотирьох краях E1, E2, E3, E4 

області D, тоді сітка всередині цієї області може бути побудована на основі 

нормованої довжини дуги (рис. 1.5) [162, с. 133]. Отже, маємо 2 алгебраїчних 

рівняння для генерації сітки: 
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𝑠 = 𝑠𝐸3

𝑎 (𝜉)(1 − 𝑡) + 𝑠𝐸4

𝑎 (𝜉)𝑡 

𝑡 = 𝑡𝐸1

𝑎 (𝜂)(1 − 𝑠) + 𝑡𝐸2

𝑎 (𝜂)𝑠 

 

Рис. 1.5. Сітка на основі довжини дуги. 

Якщо накласти граничні умови Дірихле-Неймана, то можна згенерувати 

сітку всередині області D, яка буде ортогональна всім чотирьом краям області 

D. В цьому випадку для генерації сітки (рис. 1.6) [162, с. 136] маємо рівняння 

𝑠 = 𝑠𝐸3

0 (𝜉)𝐻0(𝑡) + 𝑠𝐸4

0 (𝜉)𝐻1(𝑡) 

𝑡 = 𝑡𝐸1

0 (𝜂)𝐻0(𝑠) + 𝑡𝐸2

0 (𝜂)𝐻1(𝑠), 

де верхній індекс 0 вказує на вимогу ортогональності, а H0 та H1 – кубічні 

функції інтерполяції Ерміта, що визначаються як 

𝐻0(𝑠) = (1 + 2𝑠)(1 − 𝑠)2     𝐻1(𝑠) = (3 − 2𝑠)𝑠2     0 ≤ 𝑠 ≤ 1 

 

Рис. 1.6. Сітка з граничною ортогональністю. 

Ортогональність до межі робить сітку гладкою по внутрішній межі 

області. 
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1.4.3 Побудова структурованих сіток під час дослідження стану 

електрона в заданій області квантової точки 

 

Структуровані дискретні моделі застосовуються під час дослідження 

процесів та явищ в кванторозмірних гетеросистемах, що дозволяє розглянути 

стан електронів у різноманітних квантових точках. Для конічної квантової 

точки хвильове рівняння Шредінгера в циліндричній системі координат має 

вигляд: 

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
+

𝜕2𝜓

𝜕𝑧2
+

2𝑚𝐸

ℏ2
𝜓(𝑟, 𝑧) = 0.                                (1.4) 

Для розв’язання рівняння (1.4) в частинних похідних використовуємо 

метод розділення змінних (метод Фур’є). Хвильову функцію шукаємо у 

вигляді: 

𝜓(𝑟, 𝑧) = 𝐴 ∙ 𝜑1(𝑟) ∙ 𝜑2(𝑧) = 𝐴 ∙ 𝐽0(𝑘1𝑟) ∙ sin (𝑘2𝑧),             (1.5) 

де 𝑘1, 𝑘2 – хвильові числа, 𝐽0(𝑘1𝑟) – функція Бесселя нульового порядку. 

Тоді для обчислення щільності ймовірності знаходження електрона у 

заданій області конічної квантової точки для різних аксіальних та радіальних 

мод з рівняння (1.5) при A=1 отримаємо: 

𝜌(𝑟, 𝑧) = |𝜓(𝑟, 𝑧)|2 = 𝐽0
2(𝑘1𝑟) ∙ 𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑧).                    (1.6) 

Побудову графіків щільності ймовірності (1.6) знаходження електрона в 

заданій області циліндричної квантової точки (рис. 1.7) виконуємо в пакеті 

програм Scilab для різних значень квантових чисел 𝑛𝑖 [54, 155]. 

Для циліндричної квантової точки хвильову функцію можна знайти 

також за формулою (1.5) і отримати графік за допомогою структурованих сіток 

(рис. 1.8). 
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а) б) 

  

в) г) 

  

д) е) 

Рис. 1.7. Щільність ймовірності знаходження електрона в заданій області 

конічної квантової точки з відповідними значеннями квантових чисел:  

а) 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 1; б) 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 2; в) 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 1;  

г) 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 2; д) 𝑛1 = 3, 𝑛2 = 2; е) 𝑛1 = 3, 𝑛2 = 3. 

 

Рис. 1.8. Хвильова функція циліндричної квантової точки 
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Щільність ймовірності знаходження електрона в заданій області 

циліндричної квантової точки буде обчислено також за формулою (1.6), 

відмінністю буде тільки область побудови (рис. 1.9) та відповідні обчислення 

[56]. 

  

а) б) 

  

в) г) 

Рис. 1.9. Щільність ймовірності знаходження електрона в заданій області 

циліндричної квантової точки з відповідними значеннями квантових чисел:  

а) 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 1; б) 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 2; в) 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 1; г) 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 2. 

Виконаємо дослідження стану електрона для циліндричної квантової 

точки з оболонкою [38], що у першому наближенні має потенціальну енергію 

(модель обмежуючого потенціалу): 

𝑈(𝑟, 𝑧) = {
0 у ядрі, якщо 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅 та |𝑧| ≤

𝐻

2
,

𝑈0 у оболонці, якщо 𝑅 < 𝑟 ≤ 𝑅 + 𝑑 та 
𝐻

2
≤ |𝑧| ≤

𝐻

2
+ 𝑑.

  (1.7) 

Тоді рівняння Шредінгера (1.4) буде виконано тільки для ядра, а для 

оболонки набуде вигляду:  

𝜕2𝜓2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟
∙
𝜕𝜓2

𝜕𝑟
+

𝜕2𝜓2

𝜕𝑧2
−

2𝑚(𝑈0−𝐸)

ℏ2
∙ 𝜓2(𝑟, 𝑧) = 0,                   (1.8) 
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Загальний вигляд хвильової функції для ядра 𝜓1(𝑟, 𝑧) буде збігатися з 

формулою (1.6), а для оболонки 𝜓2(𝑟, 𝑧) з урахуванням (1.8) може бути 

обчислено за формулою: 

𝜓2(𝑟, 𝑧) = 𝐵 ∙ 𝐾0(𝑘5 ∙ 𝑟) ∙ 𝑒−𝑘6∙𝑧,                             (1.9) 

де 𝐾0(𝑘5 ∙ 𝑟) – функція Макдональда (модифікована функція Бесселя другого 

роду від уявного аргументу). 

Тоді будуємо графіки (рис. 1.10) відносної (А=1) щільності ймовірності 

знаходження електрона у заданій області циліндричної квантової точки з 

оболонкою, що дорівнює: 

𝜌(𝑟, 𝑧) = {
|𝜓1(𝑟, 𝑧)|

2, якщо |𝑟| ≤ 𝑅 та |𝑧| ≤
𝐻

2

|𝜓2(𝑟, 𝑧)|
2, якщо 𝑅 < |𝑟| < 𝑅 + 𝑑 або 

𝐻

2
≤ |𝑧| ≤

𝐻

2
+ 𝑑

    (1.10) 

  

a) b) 

Рис. 1.10. Щільність ймовірності знаходження електрона в заданій області 

циліндричної квантової точки з оболонкою з відповідними значеннями 

квантових чисел: а) 𝑛1 = 1, 𝑛2 = 1; б) 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 2. 

Розглянемо модель кубічної квантової точки (просторової потенціальної 

ями), ребро якої дорівнює 2𝑎, з оболонкою, товщина якої 𝑑 [156]. Хвильове 

рівняння Шредінгера для стаціонарних станів S-електронів (орбітальний 

момент l=0) у ядрі (область І) має вигляд: 

𝜕2𝜓1

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜓1

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝜓1

𝜕𝑧2
+ 𝑘1,1

2 ∙ 𝜓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,                     (1.11) 
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де хвильове число для ядра 

𝑘1,1 =
√2𝑚𝐸

ℏ
. 

Для оболонки у випадку U0>E (повна енергія): 

𝜕2𝜓2

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜓2

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝜓2

𝜕𝑧2
− 𝑘2,1

2 ∙ 𝜓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,                      (1.12) 

де хвильове число для оболонки: 

𝑘2,1 =
√2𝑚(𝑈0−𝐸)

ℏ
. 

Розв’язуючи задані рівняння методом Фур’є розділення змінних з 

врахуванням умови неперервності та гладкості хвильової функції, отримаємо 

різні розв’язки для парної, непарної та суперпозиції парної та непарної 

функцій. 

Тоді щільність ймовірності знаходження електрона в заданій області 

кубічної квантової точки для непарної хвильової функції дорівнює: 

{
𝜌1,1(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛2𝑘3,1𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑘3,1𝑦,          |𝑥|, |𝑦| ≤ 𝑎,   

𝜌2,1(𝑥, 𝑦) = 𝐵1 ∙ 𝑒−2𝑘6,1𝑥 ∙ 𝑒−2𝑘6,1𝑦 ,   |𝑥|, |𝑦| ≤ 𝑎 + 𝑑,   
           (1.13) 

На графіку (рис. 1.11) щільності ймовірності (1.13) різними кольорами 

позначено області ядра та оболонки. 

 

Рис. 1.11. Щільність ймовірності знаходження електрона в заданій області 

кубічної квантової точки для непарної хвильової функції при E=0.335 еВ. 
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Щільність ймовірності (рис. 1.12) знаходження електрона в заданій 

області кубічної квантової точки для парної хвильової функції дорівнює: 

{
𝜌1,2(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑠2𝑘3,2𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑘3,2𝑦,           |𝑥|, |𝑦| ≤ 𝑎,

𝜌2,2(𝑥, 𝑦) = 𝐵2
2 ∙ 𝑒−2𝑘6,2𝑥 ∙ 𝑒−2𝑘6,2𝑦 ,   |𝑥|, |𝑦| ≤ 𝑎 + 𝑑 

  

 
          (1.14) 

  

а) б) 

Рис. 1.12. Щільність ймовірності знаходження електрона в заданій області 

кубічної квантової точки для випадку парної хвильової функції:  

а) 𝐸 = 0.105 еВ, б) 𝐸 = 0.75 еВ. 

Щільність імовірності (рис. 1.13) для стану суперпозиції парної та 

непарної хвильових функцій виражається залежністю:  

𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑜𝑠𝑘3,2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑘3,1𝑦 .                               (1.15) 

 
Рис. 1.13. Щільність ймовірності знаходження електрона в заданій області 

квантової точки для стану суперпозиції парної та непарної хвильових 

функцій. 
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Отримані значення для кубічної квантової точки (рис. 1.13) можуть бути 

узагальнені для чотирикутної призматичної квантової точки. 

Розглянемо стан електрона у трикутній пірамідальній (тетраедральній) 

квантовій точці у випадку непрозорих стінок. Використовується косокутна 

(трикутна) система координат: осі координат (𝑢⃗ ,  𝑣⃗⃗⃗  , 𝑤⃗⃗ ) спрямовано вздовж 

ребр тетраедра довжиною 𝑎, кут між якими 𝛼 = 60°. Хвильове рівняння 

Шредінгера (1.11) для ядра квантової точки з використанням коефіцієнтів 

Ламе для косокутної системи координат набуде вигляду: 

𝜕2𝜓

𝜕𝑢2
+

𝜕2𝜓

𝜕𝑣2
+

3

2

𝜕2𝜓

𝜕𝑤2
+ 𝑘2𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0.                        (1.16) 

Тоді графіки (рис. 1.14) відносної щільності ймовірності (𝐴 = 1) 

знаходження електрона у заданій точці області пірамідальної квантової точки 

при 𝑧1 =
𝑎

2𝑛3
 : 

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧1) = 𝑠𝑖𝑛2𝑘1𝑢 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑘2𝑣 = 𝑠𝑖𝑛2𝑘1 (𝑥 −
𝑦

𝑡𝑔𝛼
) ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑘2

𝑦

𝑠𝑖𝑛𝛼
 .   (1.17) 

  

а) б) 

Рис. 1.14. Графіки відносної щільності ймовірності для різних квантових 

чисел при 𝑧1 =
𝑎

2𝑛3
: а) 𝑛1 = 2, 𝑛2 = 1; б) 𝑛1 = 𝑛2 = 2. 

Проведені дослідження для різноманітних квантових точок 

(пірамідальної, кубічної, конічної, циліндричної) використовують для 

обґрунтування оптимальних параметрів квантових точок при проектуванні 

сонячних панелей із застосуванням низькорозмірних квантових систем. 



49 
 

Результати досліджень застосовують також при розробці імітаційних 

віртуальних лабораторних робіт з використанням комп’ютерного 

моделювання навчального курсу «Фізико-математичне забезпечення 

магістерських програм» спеціальності 141 «Електроенергетика, 

електротехніка і електромеханіка» в Таврійському державному 

агротехнологічному університеті імені Дмитра Моторного. 

 

Висновки до розділу 1 

 

В першому розділі проведено огляд сучасного стану генерації 

структурованих дискретних моделей, який є продовженням і доповненням 

попередніх досліджень, що проведені в роботі [80], а саме: описано основні 

кроки для побудови сітки, які є загальними для багатьох підходів їх 

автоматичної генерації; розглянуто алгебраїчні, еліптичні і варіаційні, 

гіперболічні методи генерації структурованих та блочно-структурованих 

сіток; проаналізовано спеціальні програмні засоби, за допомогою яких 

відбувається комп’ютерна генерація сіток; описано рівняння і теорії, на основі 

яких будуються сітки; наведено чисельні методи, що використовуються при 

генерації сіток; досліджено широке коло об’єктів і процесів, для моделювання 

якого використовуються структуровані сітки. 

Дослідження методів генерації структурованих сіток виявило переваги 

та недоліки їхнього використання, а саме: переваги – можливість 

використання більш високого порядку апроксимації і меншої кількості 

ресурсів обчислювальних машин; недоліки – обмеження на форму елементів, 

структуру їхнього розміщення і на геометричну модель, адаптація до складних 

тіл досить трудомістка і є можливість появи вироджених елементів, 

декомпозицію на блоки можна застосувати для методів, коли блоки та границі 

можна представити явно, але у випадку надто складної форми тіла 

декомпозиція майже не застосовується. Популярною є комбінація генерації 
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структурованих та неструктурованих сіток, яка дозволяє використати всі 

переваги і обмежити недоліки обох видів сіток. 

Наведено приклади побудови структурованої дискретної моделі 

аеродинамічної форми NACA0012 крила літака, що розроблені за допомогою 

Національного консультативного комітету з аеронавтики (NACA). Також 

проведено генерацію структурованої сітки щільності ймовірності 

знаходження електрона в заданій області різноманітних квантових точок з 

різними хвильовими числами. 

Узагальнюючи результати дослідження, можна зробити висновок, що 

проведений огляд підтверджує актуальність розробки методів генерації 

структурованих дискретних моделей геометричних об’єктів для подальшого 

чисельного аналізу їх властивостей. 

Основні наукові і практичні результати даного розділу опубліковано в 

працях [22, 39-40, 54-57, 67, 71, 155-156]. 
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РОЗДІЛ 2  

ГЕНЕРАЦІЯ СТРУКТУРОВАНИХ ДИСКРЕТНИХ МОДЕЛЕЙ 

ДВОВИМІРНИХ ГЕОМЕТРИЧНИХ ОБ’ЄКТІВ 

 

2.1 Постановка задачі генерації сітки за допомогою 

диференціального рівняння Пуассона 

 

Диференціальні методи на основі еліптичних і параболічних рівнянь 

дають гладкі внутрішні координатні лінії, тому є можливість будувати 

ортогональні лінії та лінії, що згущуються. Гіперболічні рівняння дозволяють 

будувати ортогональну систему, але не завжди їх можна застосовувати для 

областей, наприклад, які мають задані граничні умови. Отже, такі методи 

використовують для областей, що не вимагають спеціально заданого 

розподілу вузлів сітки. 

Для криволінійної розрахункової області при побудові сітки 

використовують перетворення координат, що дозволяє криволінійну фізичну 

область в системі координат (𝑥, 𝑦) перевести до прямокутної розрахункової 

області в системі (𝜉, 𝜂). Зв’язок між фізичною та розрахунковою областями 

визначається залежностями: 

𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂).                                        (2.1) 

Трансформація від одних координат до інших відбувається за правилом 

(
𝜉𝑥 𝜉𝑦

𝜂𝑥 𝜂𝑦
) = (

𝑥𝜉 𝑥𝜂

𝑦𝜉 𝑦𝜂
)
−1

=
1

𝐽
(

𝑦𝜂 −𝑥𝜂

−𝑦𝜉 𝑥𝜉
), 

де 𝐽 – визначник матриці перетворень (якобіан) обчислюється за правилом: 

𝐽 = 𝑥𝜉 ∙ 𝑦𝜂 − 𝑥𝜂 ∙ 𝑦𝜉 . 

Тоді за ланцюговим правилом обчислення похідних, отримаємо 

наступні співвідношення для перетворення координат: 
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𝜕

𝜕𝑥
= 𝜉𝑥

𝜕

𝜕𝜉
+ 𝜂𝑥

𝜕

𝜕𝜂
,      

𝜕

𝜕𝑦
= 𝜉𝑦

𝜕

𝜕𝜉
+ 𝜂𝑦

𝜕

𝜕𝜂
. 

Розглянемо диференціальний метод на прикладі еліптичного рівняння. 

У найпростішому узагальненому вигляді, з урахуванням перетворення з 

фізичної до розрахункової області координат (2.1), маємо рівняння Лапласа 

для генерації структурованої сітки: 

{
∇2𝜉 = 0,

∇2𝜂 = 0.
                                                      (2.2) 

Рівняння (2.2) дозволяють отримати рівномірну сітку, а для отримання 

згущення сітки в потрібних областях використовують контрольні функції 

𝑃(𝜉, 𝜂), 𝑄(𝜉, 𝜂) і рівняння Пуассона: 

∇2𝜉 = 𝑃(𝜉, 𝜂),      ∇2𝜂 = 𝑄(𝜉, 𝜂).                                (2.3) 

Оскільки лінії сітки задають в просторі (𝜉, 𝜂), то необхідно отримати 

залежності 𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂), тому залежні і незалежні змінні в рівнянні 

(2.3) необхідно поміняти місцями. Розв’язок системи (2.3) в розрахунковій 

області системи координат (𝜉, 𝜂) отримує вигляд: 

 {
𝑔22

𝜕2𝑥

𝜕𝜉2
− 2𝑔12

𝜕2𝑥

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝑔11

𝜕2𝑥

𝜕𝜂2
+ 𝑔 (P

𝜕𝑥

𝜕𝜉
+ Q

𝜕𝑥

𝜕𝜂
) = 0,

𝑔22
𝜕2𝑦

𝜕𝜉2
− 2𝑔12

𝜕2𝑦

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝑔11

𝜕2𝑦

𝜕𝜂2
+ 𝑔 (P

𝜕𝑦

𝜕𝜉
+ Q

𝜕𝑦

𝜕𝜂
) = 0,

           (2.4) 

де 

𝑔11 = (
𝜕𝑥

𝜕𝜉
)
2
+ (

𝜕𝑦

𝜕𝜉
)
2
,  𝑔12 =

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂
+

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂
, 

𝑔22 = (
𝜕𝑥

𝜕𝜂
)
2
+ (

𝜕𝑦

𝜕𝜂
)
2
, 𝑔 = (

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂
−

𝜕𝑦

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂
)
2
. 

У загальному випадку рівняння (2.4) є нелінійними, оскільки 

коефіцієнти залежать від невідомих величин, тому систему рівнянь (2.4) 

розв’язують з використанням чисельних методів, наприклад, різницевих схем. 
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2.2 Переваги і недоліки генерації сітки за допомогою 

диференціального рівняння Пуассона 

 

Диференціальні методи на основі еліптичних і параболічних рівнянь 

зазвичай можна використовувати для генерації сіток в областях з довільною 

межею, оскільки ці методи дають гладкі внутрішні координатні лінії, отже 

злами поверхні не будуть розповсюджуватися всередину області побудови. 

Тому є можливість будувати ортогональні лінії та лінії, що згущуються за 

заданим правилом. Наприклад, на відміну від еліптичних в алгебраїчних 

методах для складних областей може відбуватися накладання комірок одна на 

одну, сітка може вийти за межі заданої області. Гіперболічні рівняння простіші 

для чисельної реалізації, також дозволяють будувати ортогональну сітку, але 

їх не завжди можна застосувати до областей, де жорстко задана тільки частина 

граничних поверхонь. Тому гіперболічні методи використовуються зазвичай в 

простих областях, що мають деякі бічні грані, що не потребують спеціально 

заданого розподілу вузлів сітки [27]. 

 

2.3 Чисельний розв’язок рівняння Пуассона з використанням 

різницевої схеми 

2.3.1 Апроксимація похідних з використанням різницевої схеми 

 

Методи з використанням різницевої схеми ґрунтуються на наближеній 

заміні похідних їх скінченнорізницевими аналогами [20, 65]. Побудуємо 

наближення першої та другої похідних для функції однієї змінної 𝑢(𝑥), що 

визначена на відрізку [𝑎, 𝑏], неперервна і має неперервні похідні, наприклад, 

до третього порядку включно. Розіб’ємо відрізок [𝑎, 𝑏] на n проміжків 

довжиною 

ℎ =  
𝑏 − 𝑎

 𝑛
 .                                               (2.5) 
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Позначимо через 𝑢𝑖, 𝑢𝑖
′, 𝑢𝑖

′′, 𝑢𝑖
′′′значення функції 𝑢(𝑥) та її перших трьох 

похідних у точці 𝑥 = 𝑥𝑖 i (𝑖 = 0,1, . . . , 𝑛). Представимо значення функції u(x) в 

околі точки 𝑥 = 𝑥𝑖 за допомогою формули Тейлора: 

𝑢(𝑥) = 𝑢𝑖 +
𝑢𝑖

′

1!
(𝑥 − 𝑥𝑖) +

𝑢𝑖
′′

2!
(𝑥 − 𝑥𝑖)

2 +
𝑢𝑖

′′′

3!
(𝑥 − 𝑥𝑖)

3 + 𝑂(|𝑥 − 𝑥𝑖|
4)  (2.6) 

де 𝑂(|𝑥 − 𝑥𝑖|
4) – залишковий член формули Тейлора, що має величину того ж 

порядку, що і |𝑥 − 𝑥𝑖|
4. 

За допомогою формули (2.6), обчислюємо значення функції 𝑢(𝑥) в 

точках 𝑥 = 𝑥𝑖−1 i 𝑥 = 𝑥𝑖+1: 

𝑢𝑖−1 = 𝑢𝑖 +
𝑢𝑖

′

1!
(𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖) +

𝑢𝑖
′′

2!
(𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖)

2 +
𝑢𝑖

′′′

3!
(𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖)

3 + 

+𝑂(|𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖|
4),                                              (2.7) 

𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 +
𝑢𝑖

′

1!
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) +

𝑢𝑖
′′

2!
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

2 +
𝑢𝑖

′′′

3!
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

3 + 

+𝑂(|𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖|
4).                                             (2.8) 

Враховуючи рівність (2.5), отримаємо наступні рівності: 

𝑥𝑖−1 − 𝑥𝑖 = −ℎ,     𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 = ℎ.                           (2.9) 

Тоді підставляємо значення (2.9) в рівності (2.7) та (2.8), отримаємо 

спрощені вирази: 

𝑢𝑖−1 = 𝑢𝑖 −
𝑢𝑖

′

1!
ℎ +

𝑢𝑖
′′

2!
ℎ2 −

𝑢𝑖
′′′

3!
ℎ3 + 𝑂(ℎ4),                      (2.10) 

𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 +
𝑢𝑖

′

1!
ℎ +

𝑢𝑖
′′

2!
ℎ2 +

𝑢𝑖
′′′

3!
ℎ3 + 𝑂(ℎ4).                      (2.11) 

Знайдемо різницю виразів (2.11) та (2.10): 

𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖−1 = 2𝑢𝑖
′ℎ +

𝑢𝑖
′′′

3
ℎ3 + 𝑂(ℎ4).                         (2.12) 
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З рівності (2.12) отримаємо значення для 𝑢𝑖
′: 

𝑢𝑖
′ =

𝑢𝑖+1−𝑢𝑖−1

2ℎ
+

𝑢𝑖
′′′

6
ℎ2 + 𝑂(ℎ4), 

з якого отримаємо вираз: 

𝑢𝑖
′ =

𝑢𝑖+1−𝑢𝑖−1

2ℎ
+ 𝑂(ℎ2).                                     (2.13) 

Перший доданок 
𝑢𝑖+1−𝑢𝑖−1

2ℎ
 правої частини рівності (2.13) називають 

центральним скінченнорізницевим відношенням, що є наближенням похідної, 

виходячи з її визначення. Другий доданок 𝑂(ℎ2) показує похибку заміни 

змінної: при зменшенні величини ℎ похибка буде наближуватись за своїм 

значенням до нуля як ℎ2, тобто наближення має другий порядок точності. Це 

дозволяє визначити величину похибки для кожної апроксимації, що 

застосовується до певних диференціальних рівнянь та геометричних об’єктів, 

для яких відбувається генерація сітки.  

З рівності (2.13) отримуємо центральну різницеву схему: 

𝑢𝑖
′ =

𝑢𝑖+1−𝑢𝑖−1

2ℎ
                                             (2.14) 

Проводячи аналогічні дії для пари точок 𝑥 = 𝑥𝑖 i 𝑥 = 𝑥𝑖+1, отримаємо 

різницеву схему справа: 

𝑢𝑖
′ =

𝑢𝑖+1−𝑢𝑖

ℎ
                                               (2.15) 

і для пари точок 𝑥 = 𝑥𝑖 i 𝑥 = 𝑥𝑖−1, отримаємо різницеву схему зліва: 

𝑢𝑖
′ =

𝑢𝑖−𝑢𝑖−1

ℎ
                                               (2.16) 

Вираз (2.14) зазвичай використовують для внутрішніх точок розбиття, а 

рівності (2.15) та (2.16) на межі області. 

Щоб знайти наближене значення для другої похідної, додаємо вирази 

(2.10) і (2.11), отримаємо: 
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𝑢𝑖+1 + 𝑢𝑖−1 = 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖
′′ℎ2 + 𝑂(ℎ4).                         (2.17) 

Виражаємо значення 𝑢𝑖
′′ з рівності (2.17), тоді отримаємо: 

𝑢𝑖
′′ =

𝑢𝑖+1−𝑢𝑖+𝑢𝑖−1

ℎ2
+ 𝑂(ℎ2),                                     (2.18) 

тоді різницева схема для другої похідної має вигляд: 

𝑢𝑖
′′ =

𝑢𝑖+1−𝑢𝑖+𝑢𝑖−1

ℎ2
.                                            (2.19) 

З виразу (2.18) робимо висновок, що наближення (2.19) має другий 

порядок точності. 

Різницеву схему називають стійкою, якщо зі зменшенням кроку 

розбиття початкова похибка не зростає. В іншому випадку маємо нестійку 

різницеву схему. Розглянемо вираз для норми сітки, що генерується за 

допомогою рівняння з двома змінними 𝑥 та 𝑦, де позначимо через 𝑢𝑖,𝑗 значення 

𝑢(𝑥, 𝑦) у вузлі (𝑖, 𝑗): 

‖𝑢‖ = √∑ ( 𝑢𝑖,𝑗)
2

𝑖,𝑗 , 

Тоді відхилення наближеного розв’язку 𝑢 від точного 𝑈 можна 

обчислити за схожою схемою: 

‖𝑢 − 𝑈‖ = √∑ ( 𝑢𝑖,𝑗 −  𝑈𝑖,𝑗)
2

𝑖,𝑗                               (2.20) 

Вираз (2.20) можна застосовувати для контролю ітераційного процесу 

розв’язування системи рівнянь між наближеними значеннями на двох сусідніх 

кроках ітерації. 

 

2.3.2 Різницева схема для рівняння Пуассона 

 

Крайова задача для рівняння Пуассона (2.4) полягає у знаходженні 

функцій 𝑥(𝜉, 𝜂) та 𝑦(𝜉, 𝜂), що визначені в певній області з урахуванням 

крайових умов. Розглянемо випадок умови Діріхле, тобто відоме значення 
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функції на межі обчислюваної області. Застосуємо різницеві схеми для 

рівняння Пуассона (2.4) в розрахунковій області системи координат (𝜉, 𝜂). 

Оскільки значення функції на межі області відомо, то необхідно знайти тільки 

значення функції у внутрішній області, тому буде застосовано тільки 

центральна різницева схема (2.14) для апроксимації першої похідної та 

різницева схема (2.19) для другої похідної з урахуванням по якій змінній 

береться похідна. Позначимо через 𝑥𝑖,𝑗 значення 𝑥(𝜉, 𝜂) у вузлі (𝑖, 𝑗), 

аналогічно і для 𝑦𝑖,𝑗. 

Розрахункова область системи координат (𝜉, 𝜂) представляє собою 

квадрат [0,1] × [0,1]. Тому доречно використати рівномірне розбиття в обох 

напрямках 𝜉 та 𝜂 з однаковим кроком розбиття  ℎ, що спростить подальші 

обчислення в обох напрямках. Тоді отримаємо наступні наближення для 

похідних першого порядку рівняння (2.4): 

𝜕𝑥

𝜕𝜉
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑥𝑖+1,𝑗−𝑥𝑖−1,𝑗

2ℎ
,   

𝜕𝑥

𝜕𝜂
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑥𝑖,𝑗+1−𝑥𝑖,𝑗−1

2ℎ
, 

𝜕𝑦

𝜕𝜉
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑦𝑖+1,𝑗−𝑦𝑖−1,𝑗

2ℎ
,   

𝜕𝑦

𝜕𝜂
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑦𝑖,𝑗+1−𝑦𝑖,𝑗−1

2ℎ
, 

для похідних другого порядку по одній змінній: 

𝜕2𝑥

𝜕𝜉2
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑥𝑖−1,𝑗−2𝑥𝑖,𝑗+𝑥𝑖+1,𝑗

ℎ2
, 
𝜕2𝑥

𝜕𝜂2
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑥𝑖,𝑗−1−2𝑥𝑖,𝑗+𝑥𝑖,𝑗+1

ℎ2
, 

𝜕2𝑦

𝜕𝜉2
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑦𝑖−1,𝑗−2𝑦𝑖,𝑗+𝑦𝑖+1,𝑗

ℎ2
, 
𝜕2𝑦

𝜕𝜂2
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑦𝑖,𝑗−1−2𝑦𝑖,𝑗+𝑦𝑖,𝑗+1

ℎ2
, 

для мішаних похідних другого порядку, використавши почергово, наприклад, 

праву різницеву схему (2.15) для кожної змінної окремо, отримаємо вирази: 

𝜕2𝑥

𝜕𝜉𝜕𝜂
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑥𝑖+1,𝑗+1−𝑥𝑖,𝑗+1−𝑥𝑖+1,𝑗+𝑥𝑖,𝑗

ℎ2
,  

𝜕2𝑦

𝜕𝜉𝜕𝜂
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑦𝑖+1,𝑗+1−𝑦𝑖,𝑗+1−𝑦𝑖+1,𝑗+𝑦𝑖,𝑗

ℎ2
. 

Якщо взяти центральну різницеву схему, то для мішаних похідних 

другого порядку отримаємо наступні вирази: 
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𝜕2𝑥

𝜕𝜉𝜕𝜂
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑥𝑖+1,𝑗+1+𝑥𝑖−1,𝑗−1−𝑥𝑖+1,𝑗−1−𝑥𝑖−1,𝑗+1

4ℎ2
,  

 
𝜕2𝑦

𝜕𝜉𝜕𝜂
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑦𝑖+1,𝑗+1+𝑦𝑖−1,𝑗−1−𝑦𝑖+1,𝑗−1−𝑦𝑖−1,𝑗+1

4ℎ2
. 

Підставляємо отримані наближення для похідних в рівняння (2.4). 

Оскільки крок розбиття всюди був однаковим, то є доцільність виконати 

скорочення там, де це можливо в отриманому рівнянні. Враховуючи 

масштабність отриманих виразів і те, що чисельний розв’язок буде виконано 

в пакеті програм Scilab, доречним буде під час написання програми окремо 

обчислити всі структурні компоненти рівняння (2.4). Отримане наближення 

для рівняння (2.4) буде нелінійним рівнянням, тому розв’язання буде виконано 

чисельним методом. Для цього можна використати метод простих ітерацій чи 

його удосконалену версію – метод Зейделя.  

В найпростішому випадку (на прикладі залежності від однієї змінної) 

при використанні методу простих ітерацій задане нелінійне рівняння: 

𝑓(𝑥) = 0                                                 (2.21) 

записується у вигляді: 

𝑥 = 𝑔(𝑥).                                                (2.22) 

Нехай початкове наближення до кореня заданого рівняння (2.21) відомо 

і дорівнює  

𝑥 = 𝑥0.                                                  (2.23) 

Підставляємо (2.23) в праву частину (2.22) і отримаємо: 

𝑥1 = 𝑔(𝑥0).                                              (2.24) 

Підставляємо значення (2.24) знову в рівняння (2.22) і отримаємо: 

𝑥2 = 𝑔(𝑥1).                                              (2.25) 

Продовжуємо далі ці дії, тоді отримаємо загальну формулу простої 

ітерації: 

𝑥𝑘+1 = 𝑔(𝑥𝑘), 𝑘 = 1,2,3,…                                (2.26) 
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Цикл обчислень за формулою (2.26) проводиться, поки не буде виконана 

умова наперед заданої точності 𝜀: 

|𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘| < 𝜀.                                         (2.27) 

Для кількості змінних, що більша за 1, ліва частина (2.27) приймає 

вигляд нормованої величини, наприклад, що має структуру (2.20). 

 Метод Зейделя розв’язання систем рівнянь відрізняється від методу 

простих ітерацій тим, що після знаходження деякого наближення 𝑖-тої 

компоненти одразу використовуємо його для пошуку наступних (𝑖 + 1), (𝑖 +

2), …, 𝑛-тої компонент. Це дозволяє забезпечити більш високу точність 

збіжності методу Зейделя порівняно з методом простих ітерацій.  

 

2.4 Методи побудови початкової сітки 

2.4.1 Рівномірна сітка 

 

Рівномірна сітка будується алгебраїчним методом, що розподіляє вузли 

сітки на рівній відстані один від одного у відповідному напрямку. Якщо 

область є прямокутником або квадратом, то розподіл стає найпростішим. 

Наприклад, маємо прямокутник [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] зі сторонами, що паралельні 

координатним лініям, тоді 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] та 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑]. В цьому випадку при 

заданому кроці розбиття ℎ отримаємо наступні формули задання внутрішніх 

точок в кожному вузлі (𝑖, 𝑗): 

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑥1,𝑗 + ℎ𝑥(𝑖 − 1),  𝑦𝑖,𝑗 = 𝑦𝑖,1 + ℎ𝑦(𝑗 − 1).              (2.28) 

Кроки розбиття кожного окремого інтервалу ℎ𝑥 та ℎ𝑦 (якщо область є 

квадратною, то ℎ𝑥 = ℎ𝑦) можна знайти за формулою (2.5) відповідно до 

інтервалу, що розбивається, та кількістю отриманих проміжків 𝑛. Варто 

зазначити, що під час генерації сітки найчастіше через 𝑛 позначають кількість 

точок розбиття в заданому напрямку, тоді кількість проміжків буде 
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дорівнювати 𝑛 − 1. В цьому випадку формула (2.5) для ℎ𝑥 та ℎ𝑦 приймає 

вигляд: 

ℎ𝑥  =  
𝑏 − 𝑎

 𝑛𝑥−1
,   ℎ𝑦  =  

𝑑 − 𝑐

 𝑛𝑦−1
                                     (2.29) 

Якщо область генерації сітки є довільним чи криволінійним 

чотирикутником (рис. 2.1), тоді нам будуть відомі функції, що задають 

сторони чотирикутника, а отже відомі значення 𝑥1,𝑗, 𝑥𝑛,𝑗, 𝑥𝑖,1, 𝑥𝑖,𝑛, 𝑦1,𝑗, 𝑦𝑛,𝑗, 

𝑦𝑖,1, 𝑦𝑖,𝑛, тоді крок інтервалу розбиття буде обчислено для рядка чи стовпчика 

окремо, наприклад: 

ℎ𝑥𝑗  =  
𝑥𝑛,𝑗 − 𝑥1,𝑗

 𝑛𝑥−1
,   ℎ𝑦𝑖  =  

𝑦𝑖,𝑛 − 𝑦𝑖,1

 𝑛𝑦−1
                             (2.30) 

а координати внутрішніх точок початкової сітки можуть бути обчислені, якщо 

в (2.28) підставити відповідні значення кроку (2.30), тоді: 

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑥1,𝑗 + ℎ𝑥𝑗(𝑖 − 1),  𝑦𝑖,𝑗 = 𝑦𝑖,1 + ℎ𝑦𝑖(𝑗 − 1).            (2.31) 

Формули (2.31) з підстановкою (2.30) при однакових кроках розбиття та 

однаковій кількості вузлів по відповідним направленням сітки можуть бути 

перетворені до вигляду: 

𝑥𝑖+1,𝑗+1 =
𝑥1,𝑗+1∙(𝑛−1−𝑖)+𝑥𝑛,𝑗+1∙𝑖

𝑛−1
,  𝑦𝑖+1,𝑗+1 =

𝑦𝑖+1,1∙(𝑛−1−𝑗)+𝑦𝑖+1,𝑛∙𝑗

𝑛−1
    (2.32) 

Недоліком генерації початкової рівномірної сітки є побудова сітки для 

ввігнутих областей, оскільки така сітка спочатку може виходити за межі 

області генерації, що позначено темно-синім кольором (рис. 2.1, б), а далі це 

призводить до перехрещування ліній сітки між собою біля ввігнутої межі 

області.  
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а) б) 

Рис. 2.1. Початкова рівномірна сітка: а) опукла область, б) з опуклою та 

ввігнутою стороною. 

 

2.4.2 Трансфінітна інтерполяція 

 

Алгебраїчні методи забезпечують швидку побудову сітки, контроль 

густоти і нахилу координатних ліній за допомогою перехідних коефіцієнтів у 

формулах трансфінітної інтерполяції, для якої використовуються поліноми. 

Проте в складних областях алгебраїчні методи можуть не давати потрібний 

результат: елементи можуть мати кути, близькі до 180° (рис. 2.2). Тому 

алгебраїчні методи найчастіше використовують як початкове наближення при 

використанні ітераційних алгоритмів. 

  

Рис. 2.2. Елементи сітки мають кути, що близькі до розгорнутих 

Для контролю згущення сітки в заданій області, враховуючи зв’язок між 

фізичною та розрахунковою областями (2.1), можна використати проміжну 
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систему координат. Наприклад, для проміжної системи координат (𝑠, 𝑡) можна 

використати функцію розтягу, що має вигляд: 

𝑠 = 𝑃𝜉 + (1 − 𝑃) [1 −
th[𝑄(1−𝜉)]

th𝑄
],                                 (2.33) 

де 𝑃 і 𝑄 – параметри, що забезпечують контроль розподілу точок сітки [37].  

Керувати розподіленням вузлів сітки можна, наприклад, при постійному 

значенні одного параметру 𝑄 = 2 та різних значеннях іншого 𝑃 = 0,1 – 

згущення відбувається ліворуч (рис. 2.3. а), 𝑃 = 1 – сітка рівномірна (рис. 2.3. 

б), 𝑃 = 1,9 – згущення відбувається праворуч (рис. 2.3. в). В формулі (2.33) 

сітка при 𝑃 = 1 очевидно буде рівномірною, а параметр 𝑄 вже не має впливу. 

   

а) б) в) 

Рис. 2.3. Керування згущенням сітки 

 

2.5 Алгоритм генерації сітки в пакеті програм Scilab 

 

Алгоритм програми призначено для побудови двовимірної 

структурованої сітки за допомогою диференціального рівняння Пуассона. 

Використання рівняння Пуассона дозволяє підвищити швидкість генерації 

сітки та підвищити точність чисельного аналізу за рахунок управління 

розподілом вузлів по вихідній області. Для побудови структурованої сітки 

використовується чисельний розв’язок рівняння Пуассона (2.4) методом 

Зейделя. Отримані сітки можна використовувати для розв’язку крайових 

задач, визначених на вихідній області. Розглянемо випадок, коли 𝑃(𝜉, 𝜂) = 0, 
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𝑄(𝜉, 𝜂) = 0, що дасть змогу дослідити вплив вибору початкового розбиття на 

генерацію сітки. Отже порівняємо побудови сітки з використанням 

рівномірного початкового розбиття та початкової сітки, що побудована за 

допомогою трансфінітної інтерполяції на геометричній області 

криволінійного чотирикутника, дві протилежні сторони якого прямі, а дві інші 

– задаються кривими Безьє [25]. На початку роботи програми необхідно задати 

кількість точок розбиття 𝑛 по кожному напрямку, в нашому випадку це одне й 

те саме значення для напрямків 𝑥 та 𝑦. Далі визначаємо наявність матриць для 

координат 𝑥 та 𝑦, а враховуючи, що буде використано метод Зейделя, то 

необхідно задати й проміжні матриці. Наведемо лістинг програми із 

збереженням кольору шрифту програми, де кожному кольору відводиться 

своя роль, наприклад, замітки автора вказуються зеленим кольором. В 

лістингу будуть зустрічатися пусті рядки, що робиться для зручності 

сприйняття інформації блоками, а не суцільним записом. Отже початкові 

рядки програми будуть містити наступну інформацію: 

0001  //Вхідні дані // 

0002  //Число розбиття n// 

0003  clear; 

0004  n=31; 

0005  X=zeros(n,n); 

0006  Y=zeros(n,n); 

0007  X1=zeros(n,n); 

0008  Y1=zeros(n,n); 

Далі задаємо координати трьох точок, що обмежують область зліва та 

справа: нижню, середню та верхню. Ліворуч: (xln, yln) – внизу, (xls, yls) – 

всередині для задання вигину кривої Безьє, (xlv, ylv) – вгорі. Праворуч: (xpn, 

ypn) – внизу, (xps, yps) – всередині для задання вигину кривої Безьє, (xpv, ypv) 

– вгорі. Наприклад: 
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0011  xln=-3; 

0012  yln=-2; 

0013  xls=-6; 

0014  yls=0; 

0015  xlv=-4; 

0016  ylv=2; 

0017   

0018  xpn=2; 

0019  ypn=-1; 

0020  xps=3; 

0021  yps=0; 

0022  xpv=2; 

0023  ypv=1; 

Формуємо матриці з вказаних точок: 

0025  P = [xln yln; xls yls; xlv ylv]; 

0026  Q = [xpn ypn; xps yps; xpv ypv]; 

Задаємо функцію Безьє з використанням функцій Бернштейна: 

0001  function b=bernstein(t, n, i) 

0002      b = t^i * (1 - t) ^ (n - i) * factorial(n) / (factorial(i) * factorial(n - i)); 

0003  endfunction 

0033   

0001  function h=bezier(t, P) 

0002      m = size(P, ”r”); 

0003      h = bernstein(t, m - 1, 0) * P(1, :); 

0004      for i = 2:m 

0005          h = h + bernstein(t, m-1, i-1) * P(i, :); 

0006      end 

0007  endfunction 
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0041   

0042  t = [0:0.01:1]; 

0043  pp=zeros(size(t, 2), 2); 

0044  pq=zeros(size(t, 2), 2); 

0045   

0046  for i = 1 : n 

0047      pp(i, :) = bezier((i-1)/(n-1), P); 

0048      pq(i, :) = bezier((i-1)/(n-1), Q); 

0049  end 

Далі виконуємо задання початкової сітки методом рівномірного 

розбиття (сценарій 1): 

0051  //Крайові початкові значення по розбиттю// 

0052  // Рівномірне розбиття// 

0053  for i=1 : n 

0054      X(1,i)=pp(i,1); 

0055      Y(1,i)=pp(i,2); 

0056      X(i,1)=xln+(xpn-xln)*(i-1)/(n-1); 

0057      Y(i,1)=yln+(ypn-yln)*(i-1)/(n-1); 

0058      X(n,i)=pq(i, 1); 

0059      Y(n,i)=pq(i, 2); 

0060      X(i,n)=xlv+(xpv-xlv)*(i-1)/(n-1); 

0061      Y(i,n)=ylv+(ypv-ylv)*(i-1)/(n-1); 

0062  end 

0063   

0064  //Внутрішні початкові значення по розбиттю// 

0065  for k=1 : n-2 

0066      for j=1 : n-2 

0067          X(k+1,j+1)=(X(k+1,1)*(n-1-j)+X(k+1,n)*j)/(n-1); 

0068          Y(k+1,j+1)=(Y(k+1,1)*(n-1-j)+Y(k+1,n)*j)/(n-1); 
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0069      end 

0070  end 

Або виконуємо задання початкової сітки методом трансфінітної 

інтерполяції (сценарій 2): 

0050  //Значення ліворуч// 

0001  function x=xl(eta) 

0002      b = bezier(eta, P); 

0003      x = b(1); 

0004  endfunction 

0001  function y=yl(eta) 

0002      b = bezier(eta, P); 

0003      y = b(2); 

0004  endfunction 

0059  //Значення праворуч// 

0001  function x=xr(eta) 

0002      b = bezier(eta, Q); 

0003      x = b(1); 

0004  endfunction 

0001  function y=yr(eta) 

0002      b = bezier(eta, Q); 

0003      y = b(2); 

0004  endfunction 

0068  xl0 = xl(0); 

0069  xr0 = xr(0); 

0070  xl1 = xl(1); 

0071  xr1 = xr(1); 

0072  yl0 = yl(0); 

0073  yr0 = yr(0); 

0074  yl1 = yl(1); 
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0075  yr1 = yr(1); 

0001  function x=xb(xi) 

0002      x = xl0 + (1 - xi) * (xr0 - xl0); 

0003  endfunction 

0001  function y=yb(xi) 

0002      y = yl0 + (1 - xi) * (yr0 - yl0); 

0003  endfunction 

0082   

0001  function x=xt(xi) 

0002      x = xl1 + (1 - xi) * (xr1 - xl1); 

0003  endfunction 

0001  function y=yt(xi) 

0002      y = yl1 + (1 - xi) * (yr1 - yl1); 

0003  endfunction 

0089  //Виконання циклу для задання координат всіх точок сітки// 

0090  for k=1 : n 

0091      xi = (k - 1) / (n - 1); 

0092      for j=1 : n 

0093          eta = (j - 1) / (n - 1); 

0094          X(k, j) = (1 - xi) * xl(eta) + xi * xr(eta) + (1 - eta) * xb(xi) + eta * xt(xi) 

- (1 - xi) * (1 - eta) * xb(0) - (1 - xi) * eta * xt(0) - xi * (1 - eta) * xb(1) - xi * eta * 

xt(1); 

0095          Y(k, j) = (1 - xi) * yl(eta) + xi * yr(eta) + (1 - eta) * yb(xi) + eta * yt(xi) 

- (1 - xi) * (1 - eta) * yb(0) - (1 - xi) * eta * yt(0) - xi * (1 - eta) * yb(1) - xi * eta * 

yt(1); 

0096      end 

0097  end 

Приводимо у відповідність значення початкової та проміжної матриць: 
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0099  //Відповідність матриць// 

0100  X1=X; 

0101  Y1=Y; 

Починаємо ітераційний процес розв’язування рівняння Пуассона 

методом Зейделя з контролем середнього квадратичного відхилення 

отриманих результатів, виводом на екран результатів відхилення на кожному 

сотому кроці ітерацій, а також можливість зупинити процес (break), якщо буде 

виконана спеціальна умова для заданої точності відхилення (sqrt(epsilonx^2 + 

epsilony^2) < 0.001): 

0102  //Кількість ітерацій m// 

0103  m=10000; 

0104  for k=1 : m 

0105      for i=2 : n-1 

0106          for j=2 : n-1 

0107              g11 = ((X1(i+1,j) - X1(i-1,j)) ^ 2 + (Y1(i+1,j) - Y1(i-1,j)) ^ 2) / 4; 

0108              g12 = (X1(i+1,j) - X1(i-1,j)) * (X1(i,j+1) - X1(i,j-1)) / 4 + (Y1(i+1,j) 

- Y1(i-1,j)) * (Y1(i,j+1) - Y1(i,j-1)) / 4; 

0109              g22 = ((X1(i,j+1) - X1(i,j-1)) ^ 2 + (Y1(i,j+1) - Y1(i,j-1)) ^ 2) / 4; 

0110              X1(i,j) = (g22 * (X1(i-1,j) + X1(i+1,j)) - g12 * (X1(i+1,j+1) - 

X1(i+1,j-1) - X1(i-1,j+1) + X1(i-1,j-1)) / 2 + g11 * (X1(i,j-1) + X1(i,j+1))) / (2 * 

g11 + 2 * g22); 

0111              Y1(i,j) = (g22 * (Y1(i-1,j) + Y1(i+1,j)) - g12 * (Y1(i+1,j+1) - 

Y1(i+1,j-1) - Y1(i-1,j+1) + Y1(i-1,j-1)) / 2 + g11 * (Y1(i,j-1) + Y1(i,j+1))) / (2 * 

g11 + 2 * g22); 

0112          end 

0113      end 

0114      //Крок циклу// 

0115      //Відхилення по х і у// 

0116      epsilonx=sqrt(sum((X1-X).^2)); 
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0117      epsilony=sqrt(sum((Y1-Y).^2)); 

0118      proverka = modulo(k,100); 

0119      if proverka == 0 then  

0120          disp(epsilony,”відхилення по y”,epsilonx,”відхилення по 

х”,k,”Номер кроку циклу”) 

0121      end 

0122      X=X1; 

0123      Y=Y1; 

0124      if sqrt(epsilonx^2 + epsilony^2) < 0.001 then 

0125          disp(k,”Номер кроку циклу”); 

0126          disp(epsilony,”відхилення по y”,epsilonx,”відхилення по х”); 

0127          break; 

0128      end 

0129  end 

Далі виконується безпосередньо побудова отриманої сітки за допомогою 

команди plot3d. 

Під час виконання програми було порівняно результати швидкості 

збіжності ітераційного процесу (кількість кроків ітерацій) для кожної 

початкової сітки з однаковою областю побудови. Так, наприклад, для вказаних 

значень точок, що обмежують область побудови, (з параметрами xln = -3; 

yln = -2; xls = -6; yls = 0; xlv = -4; ylv = 2; xpn = 2; ypn = -1; xps = 3; yps = 0; 

xpv = 2; ypv = 1) було згенеровано структуровану сітку (рис. 2.4) за двома 

сценаріями: 1 – рівномірне початкове розбиття, 2 – використання 

трансфінітної інтерполяції. Слово «сценарій» обрано для вказаних методів 

через стандартну назву файлів текстів програм – сценарій в пакеті Scilab. 
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а) б) 

Рис. 2.4. Структурована сітка опуклої області: а) сценарій 1, б) сценарій 2. 

Окрім побудованої сітки на екран виводиться інформація про кількість 

кроків циклу, витрачених для побудови цієї сітки, тобто можна дізнатись про 

швидкість її побудови. Наприклад, для побудови сітки за сценарієм 1 

(рис. 2.5, а) було витрачено 287 кроків циклу, а за сценарієм 2 (рис. 2.5, б) було 

витрачено 382 кроки циклу за умови виконання збіжності циклу – квадратичні 

відхилення параметра х і у повинні бути меншими за 0,001: відхилення х – 

0.0009213, відхилення y – 0.0003555 (рис. 2.5, а), відхилення х – 0.0009831, 

відхилення y – 0.0001294 (рис. 2.5, б). Для спостереження за збіжністю та 

швидкістю побудови сітки дані про відхилення виводяться не тільки для 

останнього кроку, а й через кожні 100 кроків циклу. Ці дані виводяться в 

Командному вікні програми під час її роботи (рис. 2.5). 

Виходячи з даних швидкості збіжності ітераційного процесу, можна 

зробити висновок, що для вказаної області побудови кращим буде обрання 

початкової сітки, яку було згенеровано рівномірно. 
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а) б) 

Рис. 2.5. Реалізація роботи програми: а) сценарій 1, б) сценарій 2. 

Далі проведено дослідження для з’ясування, для яких типів геометрії 

області краще застосовувати сценарій 1, а для яких – сценарій 2. Під час 

дослідження емпіричним шляхом було розглянуто швидкість побудови сітки 

для обох сценаріїв методом простих ітерацій та методом Зейделя для різної 

кількості точок розбиття та різних за опуклістю областей. Очевидною була 

перевага методу Зейделя, як удосконаленого методу простих ітерацій, тому 

подальші порівняння проводились тільки цим методом. Наприклад, в табл. 2.1 

наведено дані для методів простої ітерації та Зейделя для ввігнутої області 

(рис. 2.6) із вказаними контрольними точками межі побудови із заданою 

похибкою, що сума квадратів відхилень по відповідним координатам не 

перевищує 0,001. 

За даними табл. 2.1 можна зробити висновок, що для ввігнутої області 

перевага надається початковій сітці, що побудована методом трансфінітної 

інтерполяції. Цей висновок підтверджено на прикладі інших ввігнутих 
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областей з відповідною візуалізацією отриманої сітки для кращого розуміння 

впливу геометрії області на швидкість побудови заданої моделі (Додаток А). 

Таблиця 2.1 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для ввігнутої області 

Точки 

будови 

межі 

Кількіс

ть 

точок 

розбит

тя 

Фактори 

Рівномірне розбиття 
Трансфінітна 

інтерполяція 

Метод 

простих 

ітерацій 

Метод 

Зейделя 

Метод 

простих 

ітерацій 

Метод 

Зейделя 

xln=-3 

yln=-2 

xls=1 

yls=0 

xlv=-4 

ylv=2 

 

xpn=2 

ypn=-1 

xps=-1 

yps=0 

xpv=2 

ypv=1 

31 

Кількість 

кроків 

циклу  

677 368 261 184 

Відхилення 

по х 
0.0009935 0.0009888 0.0008902 0.0009132 

Відхилення 

по у 
0.0001082 0.0001117 0.0004446 0.0004033 

41 

Кількість 

кроків 

циклу  

1133 622 405 287 

Відхилення 

по х 
0.0009926   0.0009920 0.0008936 0.0009038 

Відхилення 

по у 
0.0001043   0.0001113 0.0004458   0.0004161 

51 

Кількість 

кроків 

циклу  

1680 932 568 403 

Відхилення 

по х 
0.0009940 0.0009898 0.0008943 0.0009036 
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Відхилення 

по у 
0.0001021 0.0001102 0.0004433 0.0004261 

61 

Кількість 

кроків 

циклу  

2309 1292 746 532 

Відхилення 

по х 
0.0009943 0.0009926 0.0008970 0.0009002 

Відхилення 

по у 
0.0001005 0.0001097 0.0004409 0.0004304 

71 

Кількість 

кроків 

циклу  

3012 1700 938 672 

Відхилення 

по х 
0.0009947 0.0009938 0.0008982 0.0008981 

Відхилення 

по у 
0.0000993 0.0001091 0.0004374 0.0004328 

 

 

Рис. 2.6. Побудова сітки для ввігнутої області 
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Проте для опуклої області (рис. 2.7) ситуація кардинально змінюється 

(табл. 2.2). Швидкість збіжності ітераційного процесу методом Зейделя стає 

кращою для рівномірного розбиття початкової сітки, що підтверджують 

аналогічні дослідження з подальшою візуалізацією для інших опуклих 

областей (Додаток Б). 

 

Рис. 2.7. Побудова сітки для опуклої області. 

Таблиця 2.2 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для опуклої області 

Точки 

межі 

побудови 

Кількість 

точок 

розбиття 

Фактори 
Рівномірне 

розбиття 

Трансфінітна 

інтерполяція 

xln=-3 

yln=-2 

xls=-6 

yls=0 

xlv=-4 

ylv=2 

31 

Кількість кроків 

циклу  
472 639 

Відхилення по х 0.0009534 0.0009879 

Відхилення по у 0.0002971 0.0001321 

41 
Кількість кроків 

циклу  
768 1045 
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xpn=2 

ypn=-1 

xps=3 

yps=0 

xpv=2 

ypv=1 

Відхилення по х 0.0009581 0.0009904 

Відхилення по у 0.0002765 0.0001311 

51 

Кількість кроків 

циклу  
1113 1524 

Відхилення по х 0.0009650 0.0009911 

Відхилення по у 0.0002619 0.0001298 

61 

Кількість кроків 

циклу  
1503 2068 

Відхилення по х 0.0009676 0.0009911 

Відхилення по у 0.0002496 0.0001286 

71 

Кількість кроків 

циклу  
1932 2670 

Відхилення по х 0.0009700 0.0009916 

Відхилення по у 0.0002395 0.0001275 

 

Якщо взяти одну сторону області опуклою, а іншу ввігнутою (рис. 2.8), 

то збіжність ітераційного процесу залишається кращою для рівномірного 

розбиття (табл. 2.3), що також підтверджується іншими дослідженнями 

(Додаток В). 

Таблиця 2.3 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для області з опуклою та 

ввігнутою сторонами 

Точки 

межі 

побудови 

Кількість 

точок 

розбиття 

Фактори 
Рівномірне 

розбиття 

Трансфінітна 

інтерполяція 

xln=-3 

yln=-2 

xls=-5 

yls=0 

31 

Кількість кроків 

циклу  
486 732 

Відхилення по х 0.0009607 0.0009951 

Відхилення по у 0.0002581 0.0000896 
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xlv=-4 

ylv=2 

 

xpn=2 

ypn=-1 

xps=1 

yps=0 

xpv=2 

ypv=1 

41 

Кількість кроків 

циклу  
772 1209 

Відхилення по х 0.0009650 0.0009934 

Відхилення по у 0.0002573 0.0000895 

51 

Кількість кроків 

циклу  
1096 1775 

Відхилення по х 0.0009663 0.0009955 

Відхилення по у 0.0002559 0.0000898 

61 

Кількість кроків 

циклу  
1450 2423 

Відхилення по х 0.0009664 0.0009954 

Відхилення по у 0.0002542 0.0000899 

71 

Кількість кроків 

циклу  
1827 3145 

Відхилення по х 0.0009670 0.0009951 

Відхилення по у 0.0002525 0.0000899 

 

 

Рис. 2.8. Побудова сітки для області з ввігнутою та опуклою сторонами. 
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Отже з’ясовано, що для областей криволінійного чотирикутника опуклої 

або мішаної форми краще обирати для початкової сітки рівномірне розбиття, 

а для ввігнутої форми – трансфінітну інтерполяцію.  

Апробація даного програмного продукту підтверджено авторським 

свідоцтвом (Додаток Г). 

 

2.6 Застосування контрольних функцій рівняння для згущення 

сітки в заданій області криволінійного чотирикутника 

 

2.6.1 Контрольні функції для згущення до координатних ліній 

 

Розглянемо приклади контрольних функцій рівняння (2.4) та їх вплив на 

побудову сітки. Контрольні функції для згущення до координатних ліній 

можуть бути задані формулами: 

𝑃(𝜉, 𝜂) = −∑ 𝑎𝑛
(𝜉−𝜉𝑛)

|𝜉−𝜉𝑛|
𝑒−𝑐𝑛|𝜉−𝜉𝑛|𝑁

𝑛=1 ,                      (2.34) 

𝑄(𝜉, 𝜂) = −∑ 𝑎𝑛
(𝜂−𝜂𝑛)

|𝜂−𝜂𝑛|
𝑒−𝑐𝑛|𝜂−𝜂𝑛|𝑁

𝑛=1 ,                     (2.35) 

де 𝑁 – кількість ліній (координатних ліній 𝜉 = 𝜉𝑛 та 𝜂 = 𝜂𝑛), біля яких сітка 

повинна згущуватися, коефіцієнти  𝑎𝑛, 𝑐𝑛 – додатні параметри.  

Використання функції (2.34) приводить до суміщення ліній 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 до 

лінії 𝜉 = 𝜉𝑛, а функції (2.35) приводить до суміщення ліній 𝜂 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 до лінії 

𝜂 = 𝜂𝑛 [37, 136, 163]. Якщо згущення необхідно провести тільки по 

вертикальним лініям, то 𝑄(𝜉, 𝜂) = 0, змінюючи параметри, що залишились 

можна зміщувати згущення в лівій, наприклад, при 𝜉 = 0.2 (рис. 2.9, а), чи 

правій, наприклад, при 𝜉 = 0.8 (рис. 2.9, б), частинах області. 
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а) б) 

Рис. 2.9. Згущення сітки по вертикальним лініям: а) 𝜉 = 0.2, б) 𝜉 = 0.8. 

Якщо згущення необхідно провести тільки по горизонтальним лініям, то 

𝑃(𝜉, 𝜂) = 0, змінюючи параметри, що залишились можна зміщувати згущення 

в нижній, наприклад, при  𝜂 = 0.2 (рис. 2.10, а), чи верхній, наприклад, при 

𝜂 = 0.7 (рис. 2.10, б), частинах області. 

  

а) б) 

Рис. 2.10. Згущення сітки по горизонтальним лініям: а) 𝜂 = 0.2, б) 𝜂 = 0.7. 

Наведемо фрагмент коду програми побудови згущення для сітки по 

вертикальним та горизонтальним лініям, що була реалізована в пакеті програм 

Scilab: 

for i=2 : n-1 

        for j=2 : n-1 
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            g11 = ((X1(i+1,j) - X1(i-1,j)) ^ 2 + (Y1(i+1,j) - Y1(i-1,j)) ^ 2) / 4; 

            g12 = (X1(i+1,j) - X1(i-1,j)) * (X1(i,j+1) - X1(i,j-1)) / 4 + (Y1(i+1,j) - Y1(i-

1,j)) * (Y1(i,j+1) - Y1(i,j-1)) / 4; 

            g22 = ((X1(i,j+1) - X1(i,j-1)) ^ 2 + (Y1(i,j+1) - Y1(i,j-1)) ^ 2) / 4; 

            g = (((X(i+1,j) - X(i-1,j))*(Y(i,j+1) - Y(i,j-1)) - (Y(i+1,j) - Y(i-1,j)) * 

(X(i,j+1) - X(i,j-1))) / 4)^2; 

            P1 = -axn * sign((i-1)/(n-1)-x01) * exp(-cxn * abs((i-1)/(n-1)-x01)); 

            Q1 = -ayn * sign((j-1)/(n-1)-y01) * exp(-cyn * abs((j-1)/(n-1)-y01)); 

            X1(i,j) = (g22 * (X1(i-1,j) + X1(i+1,j)) - g12 * (X1(i+1,j+1) - X1(i+1,j-1) - 

X1(i-1,j+1) + X1(i-1,j-1)) / 2 + g11 * (X1(i,j-1) + X1(i,j+1)) + g * (P1 * (X1(i+1,j) 

- X1(i-1,j)) / (2*dx ) + Q1 * (X1(i,j+1) - X1(i,j-1)) / (2 * dy))) / (2 * g11 + 2 * g22); 

            Y1(i,j) = (g22 * (Y1(i-1,j) + Y1(i+1,j)) - g12 * (Y1(i+1,j+1) - Y1(i+1,j-1) - 

Y1(i-1,j+1) + Y1(i-1,j-1)) / 2 + g11 * (Y1(i,j-1) + Y1(i,j+1))+ g * (P1 * (Y1(i+1,j) - 

Y1(i-1,j)) / (2*dx ) + Q1 * (Y1(i,j+1) - Y1(i,j-1)) / (2 * dy))) / (2 * g11 + 2 * g22); 

        end 

    end 

Символьне позначення в наведеному коді максимально наближене до тих 

позначень, що наведено в формулах (2.4), (2.34), (2.35), з урахуванням 

використання методу скінченних різниць (центральні різниці) для наближеної 

заміни похідних функцій. Спочатку обчислюються значення 𝑔11, 𝑔12, 𝑔22, 𝑔, 

далі 𝑃(𝜉, 𝜂), 𝑄(𝜉, 𝜂). Наостанок обчислюються значення координат 𝑥 =

𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂) фізичної області, що були виведені з використанням 

формул системи (2.4).  

Розглянемо вплив параметрів контрольних функцій на якість сітки. 

Одним із показників якості сітки є її ортогональність (кути комірок сітки 

повинні бути близькими до прямих). Зазначимо, що еліптичні методи 

забезпечують ортогональність ліній сітки [67, 80]. 
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Визначимо значення максимального кута кожного елемента сітки і 

проведемо візуалізацію за допомогою розфарбовування елементів в градаціях 

сірого кольору відповідно до зміни значення максимального кута. 

Відповідно до різних значень коефіцієнтів 𝑎𝑛, 𝑐𝑛 будемо отримувати 

різні варіанти згущення і якості сітки.  

Розглянемо згущення сітки по горизонтальній лінії 𝑦 = 0.3. Тоді 

контрольна функція (2.34) буде дорівнювати нулю, оскільки немає згущення 

по вертикалі. Нехай, перший коефіцієнт буде постійним 𝑎𝑛 = 10, а другий 

коефіцієнт 𝑐𝑛 будемо змінювати: 1) 𝑐𝑛 = 3 (рис. 2.11, а); 2) 𝑐𝑛 = 5 

(рис. 2.11, б). У першому випадку можна помітити більшу інтенсивність 

згущення і меншу якість сітки: значення максимального кута відповідно 

138.8° та 128.2°, тобто в другому випадку властивість ортогональності є 

кращою. Отже, більше значення коефіцієнта 𝑐𝑛 дає кращий по відношенню до 

ортогональності результат. 

  
а) б) 

Рис. 2.11. Згущення сітки до горизонтальної лінії 𝑦 = 0.3 при 𝑎𝑛 = 10:  

а) 𝑐𝑛 = 3 ; б) 𝑐𝑛 = 5. 

Розглянемо згущення сітки по горизонтальній лінії 𝑦 = 0.8 при 

постійному значенні другого коефіцієнта, наприклад, 𝑐𝑛 = 5, а перший 

коефіцієнт буде приймати значення 1) 𝑎𝑛 = 10 (рис. 2.12, а); 2) 𝑎𝑛 = 20 

(рис. 2.12, б). У першому випадку можна помітити меншу інтенсивність 

згущення і кращу якість сітки: значення максимального кута відповідно 128.6° 

та 144.1°, тобто в першому випадку ортогональність є кращою. Отже, менше 
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значення коефіцієнта 𝑎𝑛 дає кращий по відношенню до ортогональності 

результат. 

  

а) б) 

Рис. 2.12. Згущення сітки до горизонтальної лінії 𝑦 = 0.8 при 𝑐𝑛 = 5:  

а) 𝑎𝑛 = 10 ; б) 𝑎𝑛 = 20. 

Емпіричним методом прослідкуємо залежність між значеннями змінних 

(𝜉, 𝜂) розрахункової та (𝑥, 𝑦) фізичної областей на прикладі згущення до 

горизонтальних ліній при значеннях параметрів 𝑎𝑛 = 5, 𝑐𝑛 = 3 для ввігнутої 

фізичної області (рис. 2.13). 

 

Рис. 2.13. Згущення сітки до горизонтальної лінії 𝑦 = 0.3 для ввігнутої 

області. 

Під час емпіричного дослідження було отримано залежність між 

значеннями змінної 𝜂 розрахункової та змінної 𝑦 фізичної областей на 

прикладі згущення до горизонтальних ліній (табл. 2.4) для ввігнутої області 
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шляхом її розтягування вгору від співвідношення вертикальних ліній 1:1 до 

1:10 з кроком 0.25 та коефіцієнтом розтягу k. 

Таблиця 2.4 

Залежність між значеннями змінних розрахункової та фізичної 

областей 

𝜂 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 

𝑦 0.1k 0.2k 0.3k 0.4k 0.5k 0.6k 0.7k 0.8k 

За даними табл. 2.4 можна спостерігати умовну (зважаючи на коефіцієнт 

k) рівність між собою значень розрахункової та фізичної областей і зробити 

висновок: якщо в формулі (2.35) покласти 𝜂𝑛 = 0.2, то сітка буде згущуватися 

в фізичній області до лінії 𝑦 = 0.2 , або навпаки, якщо необхідно отримати 

згущення до лінії 𝑦 = 0.6, то в формулу (2.35) необхідно підставити значення 

𝜂𝑛 = 0.6.  

Також було отримано залежність між значеннями змінної 𝜂 

розрахункової та змінної 𝑦 фізичної областей на прикладі згущення до 

горизонтальних ліній (табл. 2.5) для ввігнутої області шляхом її розтягування 

праворуч від співвідношення горизонтальних ліній 1:1 до 1:10 з кроком 0.25 

та коефіцієнтом розтягу k. 

За даними табл. 2.5 можна зробити висновок, що при невеликому 

розтягуванні горизонтальних ліній можна спостерігати рівність значень 

змінної 𝜂 розрахункової та змінної 𝑦 фізичної областей під час згущення до 

горизонтальних ліній. Але існує певне значення коефіцієнта розтягу при якому 

відбувається зміщення горизонтальної лінії, що веде до невеликої зміни 

значення 𝜂 розрахункової області, щоб отримати необхідне значення центру 

згущення фізичної області. 

Наприклад, якщо значення змінних (𝜉, 𝜂) розрахункової квадратної 

області [0; 1] × [0; 1] відповідають значенням змінних (𝑥, 𝑦) фізичної області 

з криволінійними сторонами, що обмежена прямокутником [0; 7] × [0; 1], то 

звідси маємо коефіцієнт розтягу 𝑘 = 7 (співвідношення 1:7). Якщо необхідно 
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отримати згущення до лінії 𝑦 = 0.8, то за даними табл. 2.5 визначаємо, що в 

формулу (2.35) необхідно підставити значення 𝜂𝑛 = 0.79. 

Таблиця 2.5 

Залежність між значеннями змінних розрахункової та фізичної областей 

Значення 

𝑦 

Значення 

𝜂 

Проміжок 

співвідношень 

між 

горизонтальними 

лініями 

Кількість 

отриманих 

результатів 

Відносна 

частота 

отриманих 

результатів 

0.1 
0.1 1:1 – 1:1.75 4 0.11 

0.11 1:2 – 1:10 33 0.89 

0.2 
0.2 1:1 – 1:5.75 17 0.46 

0.21 1:6 – 1:10 20 0.54 

0.3 0.3 1:1 – 1:10 37 1 

0.4 0.4 1:1 – 1:10 37 1 

0.5 0.5 1:1 – 1:10 37 1 

0.6 0.6 1:1 – 1:10 37 1 

0.7 0.7 1:1 – 1:10 37 1 

0.8 
0.8 1:1 – 1:3.75 12 0.32 

0.79 1:4 – 1:10 25 0.68 

0.9 
0.9 1:1 – 1:1.75 4 0.11 

0.89 1:2 – 1:10 33 0.89 

 

Емпіричним шляхом було встановлено, що на залежність між змінними 

у табл. 2.4 впливає геометрія області побудови. Якщо значення змінних (𝜉, 𝜂) 

розрахункової квадратної області [0; 1] × [0; 1] відповідають значенням 

змінних (𝑥, 𝑦) фізичної прямокутної області [𝑎; 𝑏] × [𝑐; 𝑑], то для визначення 

ліній згущення 𝑥 = 𝑥0 та 𝑦 = 𝑦0 в фізичній області через лінії 𝜉 = 𝜉0 та 𝜂 = 𝜂0 
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розрахункової в формулах (2.34)-(2.35) можна скористатися наступними 

формулами: 

𝑥0 = (𝑏 − 𝑎)𝜉0 + 𝑎,                                              (2.36) 

𝑦0 = (𝑑 − 𝑐)𝜂0 + 𝑐.                                              (2.37) 

Якщо геометрія фізичної області не є прямокутною, а має криволінійні 

межі, то формули (2.36) та (2.37) можуть дати апроксимуючі значення для 

прогнозованих ліній згущення за умови, що задану криволінійну область 

можна покрити прямокутною областю [𝑎; 𝑏] × [𝑐; 𝑑].  

Варто зазначити, що значний нахил геометричної форми області впливає 

на відповідний нахил лінії згущення. Це стосується також опуклості та 

ввігнутості меж області. Наприклад, на рис. 2.13 фізична область покривається 

квадратом [0; 1] × [0; 1], тому формули (2.36)-(2.37) дають апроксимуюче 

значення залежності ліній згущення 𝑥0 = 𝜉0, проте можна побачити опуклість 

ліворуч фізичної області, тому в табл. 2.4 більшому значенню розрахункової 

області відповідає менше (лівіше) значення фізичної області.  

Уточнення формул (2.36)-(2.37) можна провести за рахунок перерізів 

області (відрізкам) по необхідним напрямкам згущення [𝑎𝑖; 𝑏𝑖] або [𝑐𝑖; 𝑑𝑖], тоді 

отримаємо   

𝑥0 = (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)𝜉0 + 𝑎𝑖 ,                                         (2.38) 

𝑦0 = (𝑑𝑖 − 𝑐𝑖)𝜂0 + 𝑐𝑖 .                                          (2.39) 

Значення (𝑎𝑖; 𝑏𝑖) або (𝑐𝑖; 𝑑𝑖) формул (2.38)-(2.39) легко визначаються 

вузлами сітки на межі фізичної області та координатами точки заданого 

згущення. Враховуючи можливі нахили лінії згущення сітки, краще спочатку 

визначитись з контрольними точками, через які буде проходити лінія 

згущення. 
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2.6.2 Контрольні функції для згущення до кола і точки 

 

Контрольні функції для згущення до точок з координатами (𝜉𝑖 , 𝜂𝑖) 

можуть бути задані формулами: 

𝑃(𝜉, 𝜂) = −∑ 𝑏𝑖
(𝜉−𝜉𝑖)

|𝜉−𝜉𝑖|
𝑒−𝑑𝑖√[(𝜉−𝜉𝑖)

2+(𝜂−𝜂𝑖)
2]𝐼

𝑖=1 ,               (2.40) 

𝑄(𝜉, 𝜂) = −∑ 𝑏𝑖
(𝜂−𝜂𝑖)

|𝜂−𝜂𝑖|
𝑒−𝑑𝑖√[(𝜉−𝜉𝑖)

2+(𝜂−𝜂𝑖)
2]𝐼

𝑖=1 ,               (2.41) 

де 𝐼 – кількість точок (з координатами 𝜉 = 𝜉𝑖 та 𝜂 = 𝜂𝑖), біля яких сітка 

повинна згущуватися, коефіцієнти  𝑏𝑖, 𝑑𝑖 – додатні параметри.  

Генерація сітки із згущенням до точки за допомогою рівняння (2.4) з 

використанням контролюючих функцій (2.40) та (2.41) носить доволі 

стабільний характер відносно кутів отриманих комірок сітки незалежно від 

параметрів контролюючих функцій, що можна продемонструвати отриманими 

результатами дослідження в градаціях сірого кольору з відповідною метрикою 

(рис. 2.14).  

Значення максимальних кутів комірок сітки лежать в межах [90°;  121°]. 

Візуально можна впевнитись, що більшим значенням кутів відповідають 

світліші дільниці області, що закономірно розташовані в місцях особливої 

форми – кутових краях області. 

Для контролю згущення, наприклад, у формі кіл можна скористатися 

наступними формулами контрольних функцій: 

𝑃(𝜉, 𝜂) = −∑ 𝑎𝑛𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜉 − 𝜉0)𝑒
−𝑐𝑛(|𝜉−𝜉0|−√𝑅2−(𝜂−𝜂0)

2)𝑁
𝑛=1 ,         (2.42) 

𝑄(𝜉, 𝜂) = −∑ 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜂 − 𝜂0)𝑒
−𝑑𝑛(|𝜂−𝜂0|−√𝑅2−(𝜉−𝜉0)

2)𝑁
𝑛=1 ,        (2.43) 

де N – кількість кіл (координати відповідних центрів та (𝜉0, 𝜂0), до яких сітка 

повинна згущуватися, коефіцієнти 𝑎𝑛, 𝑐𝑛, 𝑏𝑛, 𝑑𝑛 – додатні параметри.  
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а) б) 

  

в) г) 

Рис. 2.14. Згущення сітки до точки (0,4;0,4) із заданими параметрами 

контролюючих функцій: а) 𝑏𝑖 = 1, 𝑑𝑖 = 1; б) 𝑏𝑖 = 1, 𝑑𝑖 = 5; в) 𝑏𝑖 = 2, 𝑑𝑖 =

10; г) 𝑏𝑖 = 2, 𝑑𝑖 = 50. 

Якщо відійти від умови 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 – додатні параметри, тобто взяти їх 

значення від’ємними, то отримаємо розрідження всередині кола (рис. 2.15). 

 

Рис. 2.15. Розрідження сітки в колі з центром в точці (0, 0). 
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Змінюючи координати центра кола (𝜉0, 𝜂0), можна побачити, як 

наближеність кола до межі області впливає на розташування ліній сітки. Для 

візуалізації цього прикладу розглянемо згущення для одного кола з центром в 

точці (0, 0) (рис. 2.16, а) або (−1, 0) (рис. 2.16, б).  

  

а) б) 

Рис. 2.16. Згущення сітки до кола з центром в точці: а) (0, 0); б) (−1, 0). 

Очевидно, якщо збільшити радіус кола, тобто зробити його достатньо 

великим у порівнянні із заданою областю побудови, то отримаємо 

розрідженість сітки біля границь області, проте всередині кола зберігається 

умова ортогональності ліній сітки (рис. 2.17). 

 

Рис. 2.17. Згущення сітки до кола з радіусом 𝑅 = 1,5. 
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Проведемо дослідження генерації сітки для двох кіл, центри яких 

розташовані на одній горизонтальній лінії, а радіуси співпадають (рис. 2.18). 

  

а) б) 

Рис. 2.18. Згущення сітки одночасно до двох кіл з радіусами 𝑅 = 1,5 та 

відстанями між відповідними центрами кіл: а) 8; б) 3. 

Проте інтерес представляє вплив параметрів 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛, 𝑑𝑛 контрольних 

функцій на якість сітки. Одним із показників якості сітки є її ортогональність 

(кути комірок сітки повинні бути близькими до прямих). Відомо, що еліптичні 

методи забезпечують ортогональність ліній сітки [67, 80].  

Дослідимо значення максимального кута кожного елемента на прикладі 

сітки з двома колами (рис. 2.18, б). Розглянемо випадок, коли значення 

параметрів для одного кола будуть відповідно дорівнювати параметрам 

іншого. Якщо перший параметр залишити незмінним an = bn = 3, а для 

другого параметру розглянути 2 випадки: 𝑐𝑛 = 𝑑𝑛 = 40 і 𝑐𝑛 = 𝑑𝑛 = 20, то 

побачимо, що максимальне значення найбільшого кута елемента в першому 

випадку дорівнює 147,7° (рис. 2.19, а) дає менший результат порівняно з 

другим випадком 157,6° (рис. 2.19, б). Отже, якість першої сітки (її 

ортогональність) є кращою за якість другої сітки. Це означає, що більше 

значення другого параметра дає кращу якість сітки. 
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а) б) 

Рис. 2.19. Згущення сітки одночасно до двох кіл з параметрами контрольних 

функцій an = bn = 3: а) 𝑐𝑛 = 𝑑𝑛 = 40 ; б) 𝑐𝑛 = 𝑑𝑛 = 20. 

 

2.6.3 Особливості застосування контрольних функцій рівняння для 

згущення сітки 

 

Під час дослідження згущення сітки за допомогою контрольних функцій 

було помічено, що всі контрольні функції були записані у вигляді композиції 

експоненти та іншої функції, що відповідала за відповідну візуалізацію. Так, 

наприклад, формули (2.34)-(2.35) містять у степені експоненти вирази |𝜉 − 𝜉𝑛| 

та |𝜂 − 𝜂𝑛|, де модулі забезпечують постійний знак показника експоненти, а 

всередині модулів йде різниця змінної та постійної величини, яка буде 

показувати відхилення змінної величини від заданої. Якщо ці вирази 

прирівняти до нуля, то отримаємо формули для побудови ліній 𝜉 = 𝜉𝑛 та 𝜂 =

𝜂𝑛. За тим самим методом формули (2.40)-(2.41) використовує залежності 

√[(𝜉 − 𝜉𝑖)
2 + (𝜂 − 𝜂𝑖)

2], що застосовуються для побудови точки, якщо цей 

вираз прирівняти до нуля. Формули (2.42)-(2.43) містять підказку, що вказує 

на рівняння кола |𝜉 − 𝜉0| − √𝑅2 − (𝜂 − 𝜂0)
2 або |𝜂 − 𝜂0| − √𝑅2 − (𝜉 − 𝜉0)

2, 

якщо ці вирази прирівняти до нуля та виконати певні перетворення. 
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Отже можна зробити припущення: якщо необхідно побудувати 

згущення до лінії, яку можна задати рівнянням 𝑓(𝜉, 𝜂) = 0, то контрольну 

функцію можна задати у вигляді  

𝑃(𝜉, 𝜂) = −∑ 𝑎𝑛𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜉 − 𝜉0)𝑒
−𝑐𝑛|𝑓(𝜉,𝜂)|𝑁

𝑛=1 ,            (2.44) 

𝑄(𝜉, 𝜂) = −∑ 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜂 − 𝜂0)𝑒
−𝑑𝑛|𝑓(𝜉,𝜂)|𝑁

𝑛=1 ,            (2.45) 

причому значення 𝜉0 та 𝜂0 будуть відрізнятися від нуля, якщо для 

стандартного графіку 𝑓(𝜉, 𝜂) = 0 існують його перетворення шляхом переносу 

по напрямкам координатних ліній.  

Розглянемо згущення до діагональної лінії, що проходить через початок 

координат і ІІ та ІV координатні чверті та задається рівнянням 𝜉 + 𝜂 = 0, тобто 

за нашим припущенням: 

𝑓(𝜉, 𝜂) = 𝜉 + 𝜂                                         (2.46) 

Рівняння (2.46) є стандартним за формулюванням – лінія проходить 

через початок координат, тоді в формулах (2.44), (2.45) значення 𝜉0 та 𝜂0 

будуть дорівнювати нулю (рис. 2.20, а). Якщо необхідно провести згущення, 

наприклад, лівіше на 1, то в формулі (2.44) необхідно покласти 𝜉0 = −1 

(рис. 2.20, б).  

  

а) б) 

Рис. 2.20. Згущення сітки до діагональної лінії: а) без суміщення; 

б) суміщення ліворуч на 1. 
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Треба зауважити, що при побудові двох діагональних взаємно 

перпендикулярних прямих можна скористатися іншим рівнянням  

(𝜉 + 𝜂) ∙ (𝜉 − 𝜂) = 0 

або його варіаціями 𝜉2 = 𝜂2 чи |𝜉| = |𝜂|. Тобто для побудови певних форм 

згущень сітки можна використовувати різні за формою і записом контрольні 

функції. 

 

Висновки до розділу 2 

 

В розділі було розроблено математичний апарат для побудови 

структурованих сіток диференціальним методом на прикладі рівняння 

Пуассона із заданими параметрами згущення контрольних функцій та 

гарантією якості моделі. Досліджено вплив геометрії області (опуклості та 

угнутості ліній сторін криволінійного чотирикутника) та вибір методу 

побудови початкової сітки на швидкість генерації заданої структурованої 

моделі даної області еліптичним методом. Емпіричним методом досліджено 

залежність між значеннями змінних розрахункової та фізичної областей та 

вплив геометрії області на цю залежність. 

Було розглянуто методи побудови структурованих дискретних моделей, 

їх недоліки і переваги. Особлива увага була приділена дослідженню впливу 

контрольних функцій на керування сіткою.  

Було показано на прикладах алгебраїчних методів можливості згущення 

сітки праворуч чи ліворуч.  

Для диференціального методу (еліптичного) розглядалися контрольні 

функції, за допомогою яких можна виконати згущення до горизонтальних, 

вертикальних, діагональних ліній, досліджено вплив параметрів цих 

контрольних функцій на згущення. Було досліджено вплив параметрів 

контрольних функцій, за допомогою яких можна побудувати згущення до 

одного, двох чи більше кіл, еліптичного методу на якість побудованої сітки, а 
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саме її ортогональність. Дослідження супроводжувалось візуалізацією 

отриманих результатів. 

Основні наукові і практичні результати  даного розділу опубліковано в 

працях [25, 68-70, 72-76]. 
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РОЗДІЛ 3 ГЕНЕРАЦІЯ СТРУКТУРОВАНИХ ДИСКРЕТНИХ 

МОДЕЛЕЙ ПОВЕРХНІ 

 

3.1 Постановка задачі генерації сітки поверхні 

 

Важливу роль в конструюванні та виробництві відіграють поверхні та 

методи їх описування. Наприклад, поверхні застосовуються під час розробки 

та виробництва корпусів та їх частин автомобілів, кораблів, літаків, ракет та 

іншого. В цьому випадку основу конструювання складає форма та геометрія 

поверхні. Аеродинамічні задачі є одними із найскладніших комплексних 

задач, оскільки для моделювання літака, гвинтокрила чи будь-якого 

літального апарату необхідно враховувати всі частини, з яких він складається, 

а також їх взаємний вплив на поле течії навколо інших структурних 

компонент. Оскільки вимоги до використання літальних апаратів стають 

жорсткішими через підвищення рівня безпеки пасажирів, економічної 

ефективності, що впливає на вибір форми і матеріалів, з якого зроблено 

компоненти, то виникає необхідність більш детального дослідження 

особливостей форм елементів апарату та їх взаємного розташування.  

Опис поверхні відіграє важливу роль в аналізі даних, що отримані у 

медицині, фізиці та інших природничих науках. В автоматизованому 

проектуванні розробляють тривимірну математичну модель поверхні, що 

дозволяє провести аналіз характеристик поверхні, наприклад аналіз кривини, 

або фізичних кількісних характеристик, що залежать від поверхні, наприклад 

обчислити об’єм утвореного тіла чи його частини, площу поверхні, момент 

інерції та ін.  

Поверхні дуже часто зображують у вигляді сітки кривих, що лежать в 

ортогональних січних площинах, з тривимірними контурами деталей. 

Найпростішим прикладом утворення тривимірної поверхні є обертання 

двовимірного об’єкта навколо осі, в результаті чого утворюється поверхня 

обертання. Зазвичай такі поверхні визначаються за допомогою параметрів, що 
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характеризують відстань та кут, тобто циліндричною системою координат. 

Але взаємозв’язок між циліндричною та декартовою системами координат є 

загально відомим, тому це не створює проблеми для подальшого дослідження. 

Наприклад, щоб задати значення координат поверхні циліндра, можна 

скористатися формулами: 

{
𝑥 = 𝑅 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑,
𝑦 = 𝑅 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑,

𝑧 = 𝑧,
                                               (3.1) 

де R – радіус основи циліндра, 𝜑 – кут повороту обертання (0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋), а 

параметр 𝑧 характеризує висоту циліндра і змінюється в певних межах, 

зазвичай 𝑧𝜖[0;𝐻], де 𝐻 – висота циліндричної поверхні. 

Розглянемо вплив параметрів контрольних функцій рівняння Пуассона 

на сітку, що є моделлю поверхні обертання. Оскільки циліндричні та конічні 

форми широко розповсюджені в інженерних конструкціях, то дослідження 

згущення сітки в місцях концентрації напружень таких поверхонь є 

актуальною задачею.  

 

3.2 Згущення сітки циліндричної поверхні 

 

З математичної точки зору розгортка циліндра представляє собою 

прямокутник, тому згущення сітки на поверхні циліндра виконується спочатку 

на розгортці, а далі утворюється просторова фігура з використанням 

залежності (3.1). Наведемо лістинг (рис. 3.1) одного із способів реалізації 

заданого перетворення (3.1) в пакеті програм Scilab. 

Вказаний лістинг (рис. 3.1) є універсальним для згортки плоскої фігури 

до поверхні обертання і може бути застосований не тільки для циліндричної 

поверхні, а й для конічної та інших типів поверхонь обертання (рис. 3.2). 
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Рис. 3.1. Побудова поверхні обертання. 

Зауважимо, що для циліндричної поверхні заданий алгоритм 

спрощується, оскільки довжина кола та радіус основи циліндра є постійною 

величиною, тому задані величини обчислюються до початку циклу, а отже 

кількість обчислень всередині циклу зменшується.  

 

Рис. 3.2. Генерація сітки поверхні обертання. 

Виконуємо генерацію сітки в пакеті програм Scilab за допомогою 

формул (2.4), а згущення по вертикальним лініям за допомогою формули 

(2.35). В результаті розрахунків будуємо згущення на поверхні циліндра 

(рис.   3.3) з наступними умовами для формули (2.35): 

𝑁 = 1,   𝑎𝑛 = 5,   𝑐𝑛 = 1,   𝜂𝑛 = 0.3 .                        (3.2) 

𝑁 = 1,   𝑎𝑛 = 5,   𝑐𝑛 = 1,   𝜂𝑛 = 0.8.                         (3.3) 
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а) б) 

Рис. 3.3. Згущення сітки поверхні циліндра з параметрами контрольних 

функцій: а) умова (3.2), б) умова (3.3). 

Для дослідження впливу параметрів контрольних функцій на якість 

сітки порівняємо результати генерації для різних значень параметрів 𝑎𝑛,   𝑐𝑛 

при 𝜂𝑛 = 0.5, останнє значення забезпечить кращу наочність. Отже, для 

рівняння (2.35) беремо наступні загальні умови: 

𝑛 = 20,   𝑁 = 1, 𝜂𝑛 = 0.5 .                                   (3.4) 

Тоді можна спостерігати за змінами сітки через зміну параметрів для 

циліндричної поверхні (рис. 3.4). 

   

а) б) в) 

Рис. 3.4. Згущення сітки поверхні циліндра з параметрами контрольних 

функцій: а) 𝑎𝑛 = 3,   𝑐𝑛 = 1; б) 𝑎𝑛 = 5,   𝑐𝑛 = 1; в) 𝑎𝑛 = 5,   𝑐𝑛 = 5. 
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За результатами досліджень (рис. 3.4) можна зробити висновок, що 

збільшення другого параметра формул (2.35) зменшує інтенсивність згущення 

сітки. 

 

3.3 Згущення сітки конічної поверхні 

 

Для конічної поверхні виконуємо аналогічну для циліндра генерацію 

структурованої сітки за допомогою рівнянь (2.4). В результаті розрахунків 

будуємо згущення на поверхні конусів (рис. 3.5) з наступними умовами для 

формули (2.35): 

𝑛 = 20,   𝑁 = 1,   𝑎𝑛 = 5,   𝑐𝑛 = 1,   𝜂𝑛 = 0.2 .                      (3.5) 

𝑛 = 20,   𝑁 = 1,   𝑎𝑛 = 5,   𝑐𝑛 = 1,   𝜂𝑛 = 0.7.                      (3.6) 

  

а) б) 

Рис. 3.5. Згущення сітки поверхні конуса з параметрами контрольних 

функцій: а) умова (3.5), б) умова (3.6). 

Для дослідження впливу параметрів контрольних функцій на якість 

сітки порівняємо результати генерації для різних значень параметрів 𝑎𝑛,   𝑐𝑛 

при 𝜂𝑛 = 0.5. Отже, для рівняння (2.35) беремо наступні загальні умови (3.4). 

Також для наочності згущення сітки розташуємо конічну поверхню вершиною 

донизу (рис. 3.6).  
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а) б) в) 

Рис. 3.6. Згущення сітки поверхні конуса з параметрами контрольних 

функцій: а) 𝑎𝑛 = 8,   𝑐𝑛 = 1; б) 𝑎𝑛 = 6,   𝑐𝑛 = 1; в) 𝑎𝑛 = 6,   𝑐𝑛 = 3. 

За результатами досліджень (рис. 3.6) аналогічно до попередніх 

розрахунків (рис. 3.4) можна зробити висновок, що збільшення другого 

параметра (2.35) зменшує інтенсивність згущення сітки. 

 

3.4 Згущення сітки на межі з’єднання двох поверхонь 

 

На практиці найчастіше згущення сітки розглядаєься в місцях 

концентрації напружень, що може бути місцем з’єднання конструкцій різних 

форм. Під час математичного моделювання заданого процесу виникає 

проблема суміщення вузлів сітки в місцях з’єднання конструкції, згущення 

сітки додає ускладнення до процесу суміщення вузлів. В авіабудуванні та 

ракетобудуванні найчастіше використовують поверхні з кращими 

властивостями обтікання, що не мають явно виражених кутів, наприклад, для 

зменшення спротиву повітря. Прикладом таких тіл є тіла обертання. 

Виконуємо генерацію сітки, що моделює комбінацію циліндричної та 

конічної поверхонь, враховуючи, що така комбінація також може бути 

представлена спочатку у вигляді розгортки – комбінації прямокутника та 

трапеції. Виконуємо генерацію сітки вказаного геометричного об’єкта для 

розгортки за допомогою формул (2.4), а згущення по вертикальним лініям за 
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допомогою формули (2.35). Для згортки до комбінації циліндричної та 

конічної поверхонь використовуємо раніше розглянутий лістинг (рис. 3.1). 

Досліджуємо вплив параметрів контрольних функцій (2.35) на згущення 

сітки на межі з’єднання циліндричної та конічної поверхонь (рис. 3.7). Було 

встановлено, що збільшення першого параметра 𝑎𝑛 підвищує інтенсивність 

згущення сітки, внаслідок чого погіршується властивість ортогональності 

сітки, а збільшення другого параметра 𝑐𝑛 – зменшує інтенсивність згущення 

сітки, що покращує ортогональність ліній сітки. 

  
а) б) 

Рис. 3.7. Згущення сітки на межі з’єднання циліндричної та конічної 

поверхонь: а) 𝑎𝑛 = 6,   𝑐𝑛 = 1; б) 𝑎𝑛 = 3,   𝑐𝑛 = 1. 

Згущення сітки, що моделює комбінацію циліндричної та сферичної 

поверхонь, досліджується також за допомогою рівнянь (2.4) та (2.35). Проте в 

цій комбінації існує проблема суміщення вузлів сітки під час згущення ліній 

(рис. 3.8). Але залежність інтенсивності згущення від параметрів контрольних 

функцій залишається такою ж, як і для комбінації циліндричної та конічної 

поверхонь. 
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а) б) 

Рис. 3.8. Згущення сітки на межі з’єднання циліндричної та сферичної 

поверхонь: а) 𝑎𝑛 = 3,   𝑐𝑛 = 1; б) 𝑎𝑛 = 5,   𝑐𝑛 = 1. 

Аналогічна ситуація щодо інтенсивності згущення залишається і для 

комбінації двох конічних поверхонь (рис. 3.9). 

  
а) б) 

Рис. 3.9. Згущення сітки на межі з’єднання двох конічних поверхонь: 

а) 𝑎𝑛 = 3,   𝑐𝑛 = 1; б) 𝑎𝑛 = 5,   𝑐𝑛 = 1. 

 

3.5 Згущення сітки на поверхнях, що отримані під час розв’язку 

рівняння Шредінгера 

 

Згущення сітки можна провести для розв’язку рівняння Шредінгера 

(1.11) під час дослідження стану електрону у ядрі кубічної квантової точки. 
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Актуальність даних розрахунків обумовлена використанням квантових точок 

в різних галузях, однією з яких є застосування квантових точок під час 

вироблення сонячних панелей. Більш детальне дослідження різних форм 

квантових точок з відповідною хвильовою функцією та обчисленням енергії 

дозволяє робити висновки щодо оптимальності використання певних форм 

квантових точок. В даному випадку згущення дозволяє більш детально 

дослідити значення хвильової функції в певній області ядра кубічної квантової 

точки при невеликому значенні кількості точок розбиття, що може зекономити 

ресурси техніки.  

Для парної хвильової функції із знайденою щільністю ймовірності 

знаходження електрона в заданій області ядра квантової точки (1.14) 

використовуємо для згущення отриманої сітки (рис. 1.12, а) рівняння Пуассона 

(2.4) з контрольними функціями (2.34)-(2.35) для згущення до координатної 

лінії 𝜂𝑛 = 0.5 (рис. 3.10, а) та одночасно до двох координатних ліній 𝜉𝑛 =

0.5, 𝜂𝑛 = 0.5 (рис. 3.10, б). Параметри контрольних функцій для кращої 

візуалізації обираємо 𝑎𝑛 = 10,   𝑐𝑛 = 1, враховуючи, що збільшення параметра 

𝑎𝑛 дає сильнішу інтенсивність згущення. 

  
а) б) 

Рис. 3.10. Згущення сітки щільності ймовірності для непарної хвильової 

функції: а) 𝜂𝑛 = 0.5 ; б) 𝜉𝑛 = 0.5, 𝜂𝑛 = 0.5. 

Для непарної хвильової функції із знайденою щільністю ймовірності 

знаходження електрона в заданій області ядра квантової точки (1.13) 
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використовуємо для згущення отриманої сітки (рис. 1.11) рівняння Пуассона 

(2.4) з контрольними функціями (2.34)-(2.35) для згущення до координатної 

лінії 𝜉𝑛 = 0.8 (рис. 3.11, а) та одночасно до двох координатних ліній 𝜉𝑛 =

0.5, 𝜂𝑛 = 0.5 (рис. 3.11, б). Параметри контрольних функцій для кращої 

візуалізації обираємо 𝑎𝑛 = 10,   𝑐𝑛 = 1, враховуючи, що збільшення параметра 

𝑎𝑛 дає сильнішу інтенсивність згущення. 

  
а) б) 

Рис. 3.11. Згущення сітки щільності ймовірності для парної хвильової 

функції: а) 𝜉𝑛 = 0.8 ; б) 𝜉𝑛 = 0.5, 𝜂𝑛 = 0.5. 

Аналогічно для суперпозиції парної та непарної хвильових функцій 

(1.15) згущуємо сітку щільності ймовірності (рис. 1.13) до координатних ліній 

𝜂𝑛 = 0.2 (рис. 3.12, а) та  𝜂𝑛 = 0.5 (рис. 3.12, б). 

  
а) б) 

Рис. 3.12. Згущення сітки щільності ймовірності для суперпозиції парної та 

непарної хвильових функцій: а) 𝜂𝑛 = 0.2 ; б) 𝜂𝑛 = 0.5. 
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Висновки до розділу 3 

 

В розділі 3 було досліджено вплив параметрів контрольних функцій 

рівняння Пуассона на згущення сітки поверхонь різних типів. Більш детально 

розглянуто поверхні обертання, оскільки такі поверхні широко 

використовуються в сучасній технічній промисловості, а саме: авіабудування, 

ракетобудування та ін. Оскільки навіть маленька помилка під час розрахунків 

в таких задачах може привести не тільки до фінансових втрат, а й до людських 

жертв, то такі дослідження вимагають більшої точності обчислень. Отже 

виникає необхідність ретельного дослідження поверхні в місцях концентрації 

напружень, що можна зробити за допомогою згущення сітки в такій області, 

при цьому зекономити технічні ресурси під час виконання алгоритму. Тому 

було досліджено згущення сітки на поверхнях циліндра, конуса, також на місці 

з’єднання циліндричної та конічної, циліндричної та сферичної, двох конічних 

поверхонь. Також досліджено згущення сітки на поверхні, що моделює 

щільність ймовірності знаходження електрона в заданій області квантової 

точки на прикладі кубічної квантової точки. Всі проведені дослідження на 

різних поверхнях підтверджують результати щодо впливу параметрів 

контрольних функцій на інтенсивність згущення сітки. Дослідження було 

проведено на прикладі згущення до певних ліній сітки, а у випадку комбінацій 

поверхонь згущення виконано до лінії з’єднання. Отже для посилення 

згущення необхідно збільшити перший параметр контрольної функції, другий 

параметр при збільшенні робить сітку більш рівномірною, близькою до 

ортогональної. 
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РОЗДІЛ 4 

ГЕНЕРАЦІЯ СТРУКТУРОВАНИХ ДИСКРЕТНИХ МОДЕЛЕЙ 

ПЕРЕРІЗІВ ТРИВИМІРНИХ ГЕОМЕТРИЧНИХ ОБ’ЄКТІВ 

 

4.1 Постановка задачі генерації сіток перерізів тривимірних 

геометричних об’єктів 

 

Розв’язання сучасних задач моделювання просторових об’єктів чи 

динамічних процесів у складних структурах вимагає дослідження та створення 

все більш складних механіко-математичних моделей. Блочно-структуровані 

адаптивні прямокутні сітки широко використовуються під час реалізації 

методу скінченних різниць та скінченних елементів для розв’язання 

диференціальних рівнянь у частинних похідних. Локально-адаптивні сітки 

дозволяють виконати зменшення довжини комірок тільки в тих областях, де 

розв’язок має великий градієнт. Цей метод дає можливість скоротити обсяг 

пам’яті, що використовується комп’ютером, тобто дозволяє ефективно 

використовувати комп’ютерні ресурси, а це в свою чергу підвищує швидкість 

збіжності наближеного розв’язку і допомагає отримати більший порядок 

точності розв’язку у порівнянні з іншими методами. 

Для просторових об’єктів виникає необхідність використання трьох 

незалежних змінних (координат) в рівнянні Пуассона. Проте для наочності 

дослідження згущення сітки буде застосовано метод перерізів, коли одна з 

координат приймає постійне значення. Отже дослідження буде проведено 

знову за допомогою рівняння Пуассона (2.4). Враховуючи, що практично 

значущими будуть місця з’єднання, які найчастіше йдуть по прямій лінії, то 

знову обираємо контрольні функції (2.34)-(2.35) для згущення по 

координатним лініям. 
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4.2 Згущення сітки в перерізі моделі тривимірного геометричного 

об’єкта при кутовому з’єднанні 

 

Розглянемо задачу про з’єднання двох балок під прямим кутом, що у 

перерізі буде виглядати як з’єднання двох прямокутних трапецій ABCF та 

CDEF (рис. 4.1). Оскільки саме в місцях з’єднання конструкцій буде 

спостерігатися найбільша концентрація напружень, то необхідно дослідити 

значення функцій в околі лінії з’єднання CF. Отже виконуємо згущення сітки 

окремо в кожній трапеції до лінії CF. 

 

Рис. 4.1. Переріз з’єднання двох балок. 

Оскільки інтерес представляє дослідження сітки в околі лінії CF, то 

виконуємо зручне для подальших обчислень масштабування в межах 

квадратної області і будуємо початкову сітку, що має 21 вузол по кожній 

стороні трапеції (рис. 4.2).  

 

Рис. 4.2. Початкова сітка кутового з’єднання. 
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Згущення до лінії з’єднання CF виконується окремо по кожній трапеції. 

Для трапеції ABCF виконується згущення праворуч до вертикальної 

координатної лінії 𝜉 = 1, отже використовуємо формулу (2.34), а для трапеції 

CDEF згущення проводиться до верхньої горизонтальної лінії 𝜂 = 1 формули 

(2.35). Щоб отримати відповідність вузлів сітки після її згущення на межі 

з’єднання двох трапецій параметри контрольних функцій обираються 

однаково для обох трапецій (рис. 4.3). 

 
 

а) б) 

Рис. 4.3. Згущення сітки по лінії з’єднання двох трапецій: а) 𝑎𝑛 = 9,   𝑐𝑛 = 1; 

б) 𝑎𝑛 = 12,   𝑐𝑛 = 1. 

Щоб наочно простежити за зміною інтенсивності згущення, 

зменшується кількість вузлів побудованої сітки по кожній стороні трапеції з 

21 до 11 (рис. 4.4). 

   
а) б) в) 

Рис. 4.4. Згущення сітки по лінії з’єднання двох трапецій: а) 𝑎𝑛 = 14,   𝑐𝑛 = 1; 

б) 𝑎𝑛 = 20,   𝑐𝑛 = 1; в) 𝑎𝑛 = 20,   𝑐𝑛 = 5. 
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Проведене дослідження (рис. 4.4) підтверджує отримані попередні 

результати про вплив параметрів контрольних функцій на інтенсивність 

згущення сітки: при збільшенні першого параметра 𝑎𝑛 збільшується 

інтенсивність згущення, а при збільшенні другого параметра 𝑐𝑛 сітка 

наближається за структурою до рівномірного розподілу вузлів. 

Виконані розрахунки із наступною генерацією сітки було зроблено для 

моделей балок однакової товщини, що для трапецій виражається рівністю 

сторін 𝐴𝐵 = 𝐷𝐸. В цьому випадку лінія з’єднання CF була бісектрисою ∠𝐴𝐹𝐸. 

Проте цей факт не впливає на виявлену закономірність між параметрами 

контрольних функцій (2.34)-(2.35) та інтенсивністю згущення сітки. Це можна 

продемонструвати, якщо довжини відповідних сторін трапецій не будуть 

рівними, наприклад, 𝐴𝐵 = 0.5, 𝐷𝐸 = 0.7 (рис. 4.5). 

   
а) б) в) 

Рис. 4.5. Згущення сітки по лінії з’єднання двох трапецій: а) 𝑎𝑛 = 14,   𝑐𝑛 = 1; 

б) 𝑎𝑛 = 20,   𝑐𝑛 = 1; в) 𝑎𝑛 = 20,   𝑐𝑛 = 5. 

Порівнюючи отримані результати для параметрів контрольних функцій 

𝑎𝑛 = 20,   𝑐𝑛 = 1, можна зробити висновок, що для більшої ширини трапеції 

(рис. 4.5, б) спостерігається більше відхилення ліній сітки від однієї сторони 

до лінії згущення порівняно з трапецією, що має меншу ширину (рис. 4.4, б). 

Аналогічна ситуація проявляється і для параметрів 𝑎𝑛 = 14,   𝑐𝑛 = 1 для 

більшої (рис. 4.5, а) та меншої ширини трапеції (рис. 4.4, а), але через менший 

параметр 𝑎𝑛 = 14 порівняно з 𝑎𝑛 = 20 інтенсивність згущення також є 

меншою. 
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4.3 Згущення сітки в перерізі моделі тривимірного геометричного 

об’єкта для прямого з’єднання 

 

Розглянемо задачу про з’єднання двох балок по напрямку прямої лінії. 

Розглянемо більш міцне V-подібне з’єднання, що у перерізі буде виглядати як 

з’єднання двох п’ятикутників AKLMD та KBCML (рис. 4.6). Оскільки саме в 

місцях з’єднання конструкцій буде спостерігатися найбільше напруження, то 

необхідно дослідити значення функцій в околі лінії з’єднання – ламаної KLM.  

 

Рис. 4.6. Переріз прямого з’єднання двох балок. 

Розглянемо два варіанти побудови блочно-структурованих сіток в 

заданій області (рис. 4.6). В першому випадку виконаємо спрощення області 

до розбиття на чотири чотирикутники – прямокутні трапеції (рис. 4.7, а), а в 

другому залишаємо два п’ятикутники (рис. 4.7, б).  

  

а) б) 

Рис. 4.7. Розбиття області: а) 4 чотирикутники; б) 2 п’ятикутники. 
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В першому випадку (рис. 4.7, а) виконуємо згущення сітки окремо в 

кожній трапеції до відповідної лінії з’єднання: для трапецій AKLE та KBFL до 

спільної лінії KL, а для DELM та LFCM – до лінії LM. Для трапецій AKLE та 

DELM виконується згущення праворуч до вертикальної координатної лінії 𝜉 =

1, а для трапецій KBFL та LFCM виконується згущення ліворуч до 

вертикальної координатної лінії 𝜉 = 0, отже всюди використовуємо формулу 

(2.34). Щоб отримати відповідність вузлів сітки після її згущення на межі 

з’єднання двох трапецій параметри контрольних функцій обираються 

однаково для обох трапецій, а для наочності беремо по 11 вузлів для кожної 

сторони трапеції та виділяємо жирними лініями сусідні трапеції (рис. 4.8). 

   

а) б) в) 

Рис. 4.8. Згущення сітки по лінії з’єднання трапецій: а) 𝑎𝑛 = 10,   𝑐𝑛 = 1; 

б) 𝑎𝑛 = 20,   𝑐𝑛 = 1; в) 𝑎𝑛 = 20,   𝑐𝑛 = 2. 

В другому випадку (рис. 4.7, б) виконуємо згущення сітки окремо в 

кожному п’ятикутнику до лінії з’єднання – ламаної KLM. Для п’ятикутника 

AKLMD виконується згущення праворуч до вертикальної координатної лінії 

𝜉 = 1, а для п’ятикутника KBCML виконується згущення ліворуч до 

вертикальної координатної лінії 𝜉 = 0, отже всюди також використовуємо 

формулу (2.34). Щоб отримати відповідність вузлів сітки після її згущення на 

межі з’єднання двох п’ятикутників параметри контрольних функцій 

обираються однаково для них, а для наочності беремо по 11 вузлів для сторін 

і ламаної та виділяємо жирними лініями для окремих п’ятикутників (рис. 4.9). 
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а) б) в) 

Рис. 4.9. Згущення сітки по лінії з’єднання трапецій: а) 𝑎𝑛 = 10,   𝑐𝑛 = 2; 

б) 𝑎𝑛 = 10,   𝑐𝑛 = 3; в) 𝑎𝑛 = 15,   𝑐𝑛 = 3. 

Очевидним є підтвердження попередніх результатів про вплив 

параметрів контрольних функцій на інтенсивність згущення сітки та її якість. 

Проте розбиття першим способом заданої області на чотири чотирикутники 

виявило один істотний недолік, а саме: через фіксацію вузлів сітки на межі 

кожної області не відбувалось згущення вузлів по умовній лінії з’єднання EF 

на відміну від другого способу. Отже спосіб розбиття заданої області на 

чотири чотирикутники може не давати потрібних результатів для подальших 

досліджень в залежності від поставленої задачі. За результатами дослідження 

деформації сітки перевага надається розбиттю області на два п’ятикутники. 

 

4.4 Крайова задача вигину тонкої пластинки 

 

Розглянемо крайову задачу вигину тонкої пластинки, де необхідно 

знайти значення переміщення 𝑤(𝑥, 𝑦), використовуючи рівняння Софі 

Жермен: 

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
=

𝑞

𝐷
,                                        (4.1) 

де 𝑞 – інтенсивність зовнішнього напруження, 

𝐷 – циліндрична жорсткість пластинки.  

Значення 𝐷 обчислюється за формулою: 
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𝐷 =
𝐸ℎ3

12∙(1−𝜈2)
,                                                 (4.2) 

де 𝐸 – модуль пружності першого роду (модуль Юнга), 

ℎ – товщина пластинки, 

𝜈 – коефіцієнт Пуассона. 

Розглянемо випадок жорсткого защемлення на контурі пластинки. Це 

означає накладання двох наступних умов для точок контуру, а саме: 

1) відсутність прогину: 

𝑤 = 0 ;                                                  (4.3) 

2) внутрішня нормаль 𝑛̅ до контуру не повертається в площині, що 

перпендикулярна до площини пластинки, тобто 

𝜕𝑤

𝜕𝑛
= 0 .                                                  (4.4) 

Якщо обрати систему координат так, що для певних точок контуру 

вектор нормалі 𝑛̅ буде паралельним до осі абсцис, то умова (4.4) буде мати 

вигляд: 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0 .                                                  (4.5) 

Аналогічно, якщо на певній області контуру вектор нормалі 𝑛̅ буде 

паралельним до осі ординат, то умова (4.4) набуде вигляду: 

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 0 .                                                  (4.6) 

Для розв’язання рівняння (4.1) застосуємо наступні різницеві схеми: 

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑤𝑖+2,𝑗−4∙𝑤𝑖+1,𝑗+6∙𝑤𝑖,𝑗−4∙𝑤𝑖−1,𝑗+𝑤𝑖−2,𝑗

ℎ𝑥
4 ,                     (4.7) 

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
|
(𝑖,𝑗)

=
𝑤𝑖,𝑗+2−4∙𝑤𝑖,𝑗+1+6∙𝑤𝑖,𝑗−4∙𝑤𝑖,𝑗−1+𝑤𝑖,𝑗−2

ℎ𝑦
4 ,                     (4.8) 

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
|
(𝑖,𝑗)

= (4 ∙ 𝑤𝑖,𝑗 − 2 ∙ (𝑤𝑖,𝑗+1 + 𝑤𝑖+1,𝑗 + 𝑤𝑖,𝑗−1 + 𝑤𝑖−1,𝑗) + 𝑤𝑖+1,𝑗+1 +

𝑤𝑖+1,𝑗−1 + 𝑤𝑖−1,𝑗+1 + 𝑤𝑖−1,𝑗−2)/(ℎ𝑥
2 ∙ ℎ𝑦

2),                    (4.9) 

де ℎ𝑥, ℎ𝑦 – кроки сітки по відповідним напрямкам координатних ліній 𝑥 та 𝑦, 

(𝑖, 𝑗) – сіткові координати. 
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Після підстановки різницевих схем (4.7) – (4.9) в рівняння (4.1) 

отримаємо систему лінійних рівнянь. Отримана система рівнянь може бути 

розв’язана, наприклад, за допомогою функції 𝑙𝑢𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒(𝐴, 𝑏) пакету програм 

Scilab, що за значеннями розрідженої матриці коефіцієнтів 𝐴 та стовпця 𝑏 

значень правої частини системи рівнянь дає розв’язок заданої системи 

лінійних рівнянь. 

В найпростішому випадку розглянемо вигин квадратної пластинки зі 

стороною 𝑎 = 1 і товщиною ℎ = 0,1 з рівномірним напруженням 𝑞 = 0,05 та 

значенням вхідних параметрів рівняння 𝐸 = 203200;  𝜈 = 0,27. В результаті 

розв’язання рівняння (4.1) різницевою схемою (4.7) – (4.9) в пакеті Scilab 

генеруємо сітку (рис. 4.10), що моделює прогин пластинки. 

 

Рис. 4.10. Прогин квадратної тонкої пластинки. 

Щоб дослідити більшу кількість значень функції прогину 𝑤 в певній зоні 

без збільшення кількості вузлів сітки виконаємо її згущення до цієї зони. 

Згущення сітки проводимо за допомогою рівняння Пуассона (2.4) з 

використанням контрольних функцій (2.34), (2.35) для згущення по 

координатним лініям, що дає змогу більш детально оцінити, наприклад, 

поведінку біля центральних (для заданої області) координатних ліній 𝑥 = 0,5; 

𝑦 = 0,5. 

Для порівняння результатів виконуємо згущення тільки до однієї лінії 

для першого випадку (рис. 4.11, а) з наступними параметрами формули (2.34): 
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𝑛 = 21,   𝑁 = 1,   𝑎𝑛 = 3,   𝑐𝑛 = 2,   𝜉𝑛 = 0.5 .                     (4.10) 

Для другого випадку (рис. 4.12, б) проводимо згущення одночасно до 

двох ліній, тому застосовуємо параметри для формул (2.34) та (2.35): 

𝑛 = 21,   𝑁 = 1,   𝑎𝑛 = 7,   𝑐𝑛 = 5, 𝜉𝑛 = 0.5, 𝜂𝑛 = 0.5 .           (4.11) 

  

а) б) 

Рис. 4.11. Згущення сітки крайової задачі вигину пластинки з відповідними 

параметрами контрольних функцій: а) умови (4.10), б) умови (4.11). 

У випадку пластинки з двома протилежними сторонами, рівняння яких 

задаються за допомогою функцій Безьє, аналогічно задачі для квадратної 

пластинки виконаємо згущення (рис. 4.12) до координатних ліній з 

наступними параметрами контрольних функцій: 

𝑛 = 21,   𝑁 = 1,   𝑎𝑛 = 3,   𝑐𝑛 = 5, 𝜂𝑛 = 0.5 .                   (4.12) 

  

а) б) 

Рис. 4.12. Генерація сітки крайової задачі вигину пластинки: а) без згущення, 

б) умови для параметрів контрольних функцій (4.12). 



114 
 

В попередньому прикладі пластинка мала вигляд опуклого 

криволінійного чотирикутника. Розглянемо випадок неопуклого 

криволінійного чотирикутника та проведемо генерацію сітки (рис. 4.13, а) з 

подальшою її деформацією (рис. 4.13, б) за допомогою рівняння Пуассона з 

наступними параметрами контрольних функцій: 

𝑛 = 21,   𝑁 = 1,   𝑎𝑛 = 5,   𝑐𝑛 = 1, 𝜂𝑛 = 0.5 .                   (4.13) 

  

а) б) 

Рис. 4.13. Генерація сітки крайової задачі вигину пластинки: а) без згущення, 

б) умови для параметрів контрольних функцій (4.13). 

В наведених прикладах розв’язку крайової задачі вигину тонкої 

пластинки показана можливість згущення сітки до певних зон, що можуть 

вимагати більш детального дослідження значень функції переміщень. 

Перевага згущення сітки полягає в тому, що кількість вузлів сітки залишається 

незмінною, а це економить технічні ресурси. 

 

Висновки до розділу 4 

 

В розділі 4 розглянуто генерацію структурованих дискретних моделей 

для перерізів тривимірних об’єктів. Дослідження проведено на прикладах 

перерізу кутового та прямого з’єднання двох балок.  

В наведеному прикладі моделі кутового з’єднання отримано з’єднання 

двох прямокутних трапецій по бічній лінії. Для моделі прямого з’єднання 
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розглянуто два випадки розбиття області генерації блочно-структурованих 

сіток: на 4 чотирикутники та на 2 п’ятикутники. Згущення сітки було виконано 

до лінії межі з’єднання, оскільки саме в околі з’єднання двох конструкцій 

виникає концентрація напружень, тому більш детальне дослідження функцій 

на геометрії заданої області є актуальним.  

Було використано контрольні функції для згущення до координатних 

ліній розрахункової області. Підтверджено попередні дослідження для 

плоских областей та поверхонь щодо впливу параметрів контрольних функцій 

на інтенсивність згущення сітки в заданій області, а саме: збільшення першого 

параметра приводить до посилення згущення в околі заданої області, а 

збільшення другого параметра призводить до більш рівномірного 

розподілення ліній сітки, що наближає її до ортогональності ліній. 

У випадку розбиття області генерації сітки на 4 чотирикутники виявлено 

істотний недолік деформації сітки під час її згущення через фіксацію вузлів на 

умовній лінії розмежування чотирикутників, що не має відношення до самої 

структури конструкції. Відсутність деформації по умовній лінії розмежування 

для випадку розбиття на 4 чотирикутники надає перевагу розбиттю області на 

2 п’ятикутники. 

Розв’язано крайову задачу вигину тонкої пластинки із застосуванням 

різницевих схем до рівняння Софі Жермен. За допомогою рівняння Пуассона 

та контрольних функцій показано можливість згущення сітки розв’язку 

крайової задачі до певних зон побудови, що дозволяє досліджувати значення 

функції переміщення більш детально у вказаній зоні без збільшення кількості 

вузлів сітки. Отримані результати згущень показано для різної форми 

пластинки: квадрат, опуклий та неопуклий криволінійні чотирикутники. 
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ВИСНОВКИ 

 

В дисертаційній роботі отримано результати, що у відповідності до мети 

дослідження є рішення важливої науково-технічної проблеми розробки 

математичного апарату для побудови структурованих математичних моделей 

геометричних об’єктів за допомогою рівняння Пуассона із заданими 

параметрами згущення та гарантією якості моделі.  

Основними результатами, що отримано в дисертаційній роботі, є: 

- отримав подальший розвиток еліптичний метод для математичного 

моделювання складних об’єктів під час розв’язку задач побудови, візуалізації 

та аналізу структурованих математичних моделей двовимірних та 

тривимірних геометричних об’єктів для спрощення процесу їх моделювання; 

- вперше на базі еліптичного методу побудови структурованих 

дискретних моделей геометричних об’єктів розроблено метод оптимального 

вибору розбиття початкової сітки, що залежить від геометричної форми 

заданого об’єкту; 

- отримав подальший розвиток метод згущення сітки за допомогою 

контрольних функцій рівняння Пуассона для згущення до координатних ліній 

розрахункової області, до точки, до області у вигляді кола, що дозволяє більш 

детально досліджувати залежності в заданій області геометричного об’єкта, не 

збільшуючи при цьому кількість вузлів сітки, що економить технічні ресурси; 

- вперше запропоновано формулу та її різновиди для згущення сітки 

до діагональної лінії криволінійного чотирикутника. 

Розроблені в дисертаційній роботі методи генерації структурованих 

дискретних моделей геометричних об’єктів дозволяють якісно підвищити 

результати математичного моделювання, використовувати їх при аналізі та 

оптимізації інженерних конструкцій. Під час розв’язання задач 

дисертаційного дослідження було створено програмний продукт у вільно 

розповсюджуваному пакеті інженерних програм Scilab, що дозволяє 
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еліптичним методом автоматизувати генерацію структурованих дискретних 

моделей геометричних об’єктів таких, як двовимірні криволінійні 

чотирикутники, поверхні тіл, перерізи тривимірних об’єктів. За допомогою 

цього програмного продукту можна керувати формою та інтенсивністю 

згущення структурованої сітки в заданій області геометричного об’єкта.  

Практичні результати представлено візуальними прикладами, що 

демонструють можливості розробленого програмного продукту. Точність та 

достовірність результатів підтверджується порівняльним аналізом, 

відповідністю фізичним властивостям та стійкістю алгоритму згущення сітки 

до кожної обраної області із можливістю керуванням інтенсивністю згущення. 

Отримані результати дисертаційного дослідження можуть бути 

використані конструкторськими організаціями та виробництвами як додатки 

математичного моделювання геометричних об’єктів. 
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ДОДАТКИ 

Додаток А 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для ввігнутої області 

Додаток А1 

Таблиця 1 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для ввігнутої області 1 

Точки 

межі 

побудов

и 

Кількіс

ть 

точок 

розбит

тя 

Фактори 
Рівномірне 

розбиття 

Трансфінітна 

інтерполяція 

 

xln=-3 

yln=-2 

xls=0 

yls=0 

xlv=-4 

ylv=2 

 

xpn=2 

ypn=-1 

xps=-1 

yps=0 

xpv=2 

ypv=1 

 

31 

Кількість 

кроків циклу  
233 218 

Відхилення по 

х 
0.0009728 0.0009446 

Відхилення по 

у 
0.0001886 0.0003053 

41 

Кількість 

кроків циклу  
401 341 

Відхилення по 

х 
0.0009768 0.0009440 

Відхилення по 

у 
0.0001612 0.0003179 

51 

Кількість 

кроків циклу  
607 479 

Відхилення по 

х 
0.0009855 0.0009414 

Відхилення по 

у 
0.0001479 0.0003255 

61 

Кількість 

кроків циклу  
850 628 

Відхилення по 

х 
0.0009861 0.0009409 

Відхилення по 

у 
0.0001393 0.0003315 

71 

Кількість 

кроків циклу  
1127 786 

Відхилення по 

х 
0.0009879 0.0009408 

Відхилення по 

у 
0.0001339 0.0003358 
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Рис. 1. Побудова сітки для ввігнутої області 1. 
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Додаток А2 

Таблиця 2 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для ввігнутої області 2 

Точки 

межі 

побудов

и 

Кількіс

ть 

точок 

розбит

тя 

Фактори 
Рівномірне 

розбиття 

Трансфінітна 

інтерполяція 

 

xln=-3 

yln=-2 

xls=-1 

yls=0 

xlv=-4 

ylv=2 

 

xpn=2 

ypn=-1 

xps=0 

yps=0 

xpv=2 

ypv=1 

 

31 

Кількість 

кроків циклу  
262 198 

Відхилення по 

х 
0.0009644 0.0008396 

Відхилення по 

у 
0.0002305 0.0005275 

41 

Кількість 

кроків циклу  
436 308 

Відхилення по 

х 
0.0009753 0.0008426 

Відхилення по 

у 
0.0002125 0.0005290 

51 

Кількість 

кроків циклу  
646 434 

Відхилення по 

х 
0.0009772 0.0008527 

Відхилення по 

у 
0.0001997 0.0005180 

61 

Кількість 

кроків циклу  
888 575 

Відхилення по 

х 
0.0009816 0.0008635 

Відхилення по 

у 
0.0001908 0.0005016 

71 

Кількість 

кроків циклу  
1162 730 

Відхилення по 

х 
0.0009807 0.0008728 

Відхилення по 

у 
0.0001832 0.0004834 
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Рис. 2. Побудова сітки для ввігнутої області 2. 
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Додаток А3 

Таблиця 3 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для ввігнутої області 3 

Точки 

межі 

побудов

и 

Кількіс

ть 

точок 

розбит

тя 

Фактори 
Рівномірне 

розбиття 

Трансфінітна 

інтерполяція 

 

xln=-3 

yln=-2 

xls=-1 

yls=0 

xlv=-4 

ylv=2 

 

xpn=2 

ypn=-1 

xps=1 

yps=0 

xpv=2 

ypv=1 

 

31 

Кількість 

кроків циклу  
563 455 

Відхилення по 

х 
0.0009925 0.0009727 

Відхилення по 

у 
0.0001199 0.0002107 

41 

Кількість 

кроків циклу  
917 719 

Відхилення по 

х 
0.0009907 0.0009771 

Відхилення по 

у 
0.0001193 0.0002105 

51 

Кількість 

кроків циклу  
1330 1017 

Відхилення по 

х 
0.0009926 0.0009771 

Відхилення по 

у 
0.0001193 0.0002089 

61 

Кількість 

кроків циклу  
1797 1340 

Відхилення по 

х 
0.0009921 0.0009778 

Відхилення по 

у 
0.0001191 0.0002072 

71 

Кількість 

кроків циклу  
2311 1682 

Відхилення по 

х 
0.0009927 0.0009786 

Відхилення по 

у 
0.0001189 0.0002054 
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Рис. 3. Побудова сітки для ввігнутої області 3. 
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Додаток А4 

Таблиця 4 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для ввігнутої області 4 

Точки 

межі 

побудов

и 

Кількіс

ть 

точок 

розбит

тя 

Фактори 
Рівномірне 

розбиття 

Трансфінітна 

інтерполяція 

 

xln=-3 

yln=-2 

xls=-2 

yls=0 

xlv=-4 

ylv=2 

 

xpn=2 

ypn=-1 

xps=1 

yps=0 

xpv=2 

ypv=1 

 

31 

Кількість 

кроків циклу  
425 295 

Відхилення по 

х 
0.0009602 0.0008180 

Відхилення по 

у 
0.0002656 0.0005600 

41 

Кількість 

кроків циклу  
685 466 

Відхилення по 

х 
0.0009636 0.0008587 

Відхилення по 

у 
0.0002525 0.0005087 

51 

Кількість 

кроків циклу  
988 661 

Відхилення по 

х 
0.0009676 0.0008812 

Відхилення по 

у 
0.0002417 0.0004692 

61 

Кількість 

кроків циклу  
1329 874 

Відхилення по 

х 
0.0009716 0.0008983 

Відхилення по 

у 
0.0002324 0.0004391 

71 

Кількість 

кроків циклу  
1705 1103 

Відхилення по 

х 
0.0009738 0.0009083 

Відхилення по 

у 
0.0002241 0.0004142 

 



147 
 

 

Рис. 4. Побудова сітки для ввігнутої області 4. 
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Додаток Б 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для опуклої області 

Таблиця 1 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для опуклої області 1 

Точки 

межі 

побудов

и 

Кількість 

точок 

розбиття 

Фактори 
Рівномірне 

розбиття 

Трансфінітна 

інтерполяція 

 

xln=-3 

yln=-2 

xls=-6 

yls=0 

xlv=-4 

ylv=2 

 

xpn=2 

ypn=-1 

xps=4 

yps=0 

xpv=2 

ypv=1 

31 

Кількість 

кроків циклу  
479 547 

Відхилення 

по х 
0.0009563 0.0009777 

Відхилення 

по у 
0.0002867 0.0002049 

41 

Кількість 

кроків циклу  
785 905 

Відхилення 

по х 
0.0009618 0.0009814 

Відхилення 

по у 
0.0002634 0.0001900 

51 

Кількість 

кроків циклу  
1144 1332 

Відхилення 

по х 
0.0009673 0.0009812 

Відхилення 

по у 
0.0002474 0.0001793 

61 

Кількість 

кроків циклу  
1550 1819 

Відхилення 

по х 
0.0009711 0.0009849 

Відхилення 

по у 
0.0002351 0.0001716 

71 

Кількість 

кроків циклу  
1998 2364 

Відхилення 

по х 
0.0009738 0.0009851 

Відхилення 

по у 
0.0002251 0.0001650 
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Рис. 1. Побудова сітки для опуклої області. 

 

  



150 
 

Додаток В 

Порівняння збіжності ітераційних процесів для області з опуклою та 

ввігнутою сторонами 

Таблиця 1 

Порівняння збіжності ітераційних процесів  

Точки 

межі 

побудов

и 

Кількість 

точок 

розбиття 

Фактори 
Рівномірне 

розбиття 

Трансфінітна 

інтерполяція 

 

xln=-3 

yln=-2 

xls=-6 

yls=0 

xlv=-4 

ylv=2 

 

xpn=2 

ypn=-1 

xps=1 

yps=0 

xpv=2 

ypv=1 

31 

Кількість 

кроків циклу  
541 804 

Відхилення 

по х 
0.0009774 0.0009945 

Відхилення 

по у 
0.0002057 0.0000775 

41 

Кількість 

кроків циклу  
872 1336 

Відхилення 

по х 
0.0009784 0.0009942 

Відхилення 

по у 
0.0002031 0.0000776 

51 

Кількість 

кроків циклу  
1254 1973 

Відхилення 

по х 
0.0009787 0.0009958 

Відхилення 

по у 
0.0002008 0.0000777 

61 

Кількість 

кроків циклу  
1679 2707 

Відхилення 

по х 
0.0009787 0.0009959 

Відхилення 

по у 
0.0001986 0.0000777 

71 

Кількість 

кроків циклу  
2140 3530 

Відхилення 

по х 
0.0009795 0.0009962 

Відхилення 

по у 
0.0001966 0.0000777 
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Рис. 1. Побудова сітки для області з опуклою та ввігнутою сторонами. 
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Додаток Г 

Апробація програмного інструменту генерації дискретної структурованої 

моделі геометричного об’єкта 

 


